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Uvod

Beskonacnost je filozofski, teoloski i matematic¢ki koncept. Odnosi se na sve ono §to,
u pogledu prostorne veli¢ine, vremenskog trajanja ili broja, nema kraja. Iako ponekad ne
primecujemo, beskona¢nost se pojavljuje svuda oko nas. Ipak, tesko je dati kratak i

precizan odgovor na pitanje: ,,Sta je beskonaénost?*.

Re¢ beskonac¢nost potice od latinske reci infinitas, sto zna¢i neogranicenost. Simbol
beskonacnosti je horizontalna osmica oo i poti¢e od DZona Valisa, koji ga je najverovatnije
izveo iz tadasnjeg rimskog broja 1000. Ipak, jednu stvar sigurno znamo: beskonacnost je

mnogo veca od 1000.

Od pocetka zabelezene istorije, ljudi su se pitali, razmiSljali 1 ,borili“ sa
beskonac¢nosc¢u. Kako je 1926. godine i sam Hilbert rekao: ,, Od pamtiveka, beskonacnost
Jje uzburkala ljudska osecanja vise nego bilo koja druga tema. No, ogroman trud Kkoji je
uloZen na kraju se isplatio, jer nakon Sto su matematicari uspeli da je shvate 1 donekle
objasne, dogodila se prava revolucija i matematika je pocela ubrzano da se razvija u

nezamislivim razmerama.

Kako su matematiCari tada bili zbunjeni, tako su danas mnogi ucenici i studenti, jer,
iako je beskonacnost svuda oko nas, ona izmicCe naSim spoznajnim naporima. Deca
predskolskog 1 mladeg Skolskog uzrasta pokazuju interesovanje i intuiciju o beskonacnosti.
Iako se ne uvodi formalno, koncept beskonac¢nosti je u velikoj meri ukljucen u skolsku
matematiku. U ovom radu bi¢e data analiza na koji nac¢in je to uradeno u osnovnoskolskom

obrazovanju.

U prvom delu rada bi¢e prikazan razvoj i opis koncepta beskonac¢nosti u matematici.
U drugom delu bi¢e data analiza o uklju¢ivanju ovog koncepta u nastavu matematike u
osnovnoj S$koli, odnosno u nastavni program. Poseban akcenat ¢e biti stavljen na
predstavljanje beskona¢nosti u udzbenicima. Takode ¢e biti prikazano nekoliko
publikovanih istrazivanja o razumevanju koncepta beskonacnosti. U tre¢em delu bice
prikazana dva istrazivanja sprovedena u $kolskoj 2019/2020. godini medu ucenicima
osnovne Skole u Subotici. U Cetvrtom delu bi¢e predstavljene neke moguénocnosti za

unapredenje poducavanja o konceptu beskonacnosti u osnovnoj skoli.



I KONCEPT BESKONACNOSTI

Istorija koncepta beskonacnosti

Ljudi u drevnim civilizacijama imali su problema da odgonetnu mnoge stvari i u
kona¢nom svetu 0ko sebe. Svet su spoznavali iskustveno, te su im znanja bila maglovita i
nepotpuna. Poznato je da su joS$ stari Indijci, poCetkom prvog milenijuma pre nove ere,
razmatrali beskona¢nost u matematici. Ipak, tek su anticki Grei dali prve konkretne
odgovore na mnoga naucna pitanja, pa tako i pitanje beskonacnosti. Zanimljivo je da su
Grei u pocetku bili veliki protivnici beskonacnosti, ¢ak su je i1 zabranjivali (jedna od
aksioma iz Euklidovih ,,Elemenata“ glasi: ,,Celina mora biti ve¢a od dela®, $to ¢e se
kasnije ispostaviti kao neta¢no). Ovaj negativan odnos je proistekao iz filozofskih stavova 1
verovanja tog vremena. Za Grke, beskonacnost nije postojala u stvarnosti, nego je taj
pojam bio tek potencijalni konstrukt. Greka rije¢ apejron oznacava nesto $to nema granice,
nema kraj ni pocetak, nije odredeno. U osnovi, ta re¢ je imala negativno, pezorativno
zna¢enje. U matemati¢kim dokazima metod svodenja na protivre¢nost je obi¢no znacio
svodenje na beskonaCnost. Prvi koji je uocio beskonacnost bio je grcki filozof
Anaksimandar (oko 610 — 546. p.n.e). On je pocelo bi¢a video, ne u vodi, vazduhu, zemlji
ili vatri, ve¢ u apejronu — beskona¢noj, ve¢noj, neodredenoj materiji, iz koje nastaju i u
koju se vracaju sve stvari. Prvi koji je razmatrao pojam beskonac¢nosti bio je Anaksagora
(oko 500 — 428. p.n.e), koji je rekao: ,, Medu malim velicinama ne postoji najmanja, veé
smanjivanje ide neprekidno, ili uvek postoji nesto Sto je veée od onog sto je veliko. Dakle,

vec se tada pravi razlika imedu beskonac¢no malih i beskona¢no velikih veli¢ina.

Pitagora (oko 580 — 500. p.n.e) i njegovi sledbenici nastojali su da celu geometriju
zasnuju na prirodnim brojevima, a beskona¢ni procesi stvorili su jaz izmedu aritmetike i
geometrije. Zato su se gr¢ki matematicari opredelili za geometriju, razvijajuci je do takvih
granica da se njihovim rezultatima godinama nije moglo dodati gotovo nista novo.
Pitagorejci su svet izgradili od tacaka koje imaju veli¢inu, a svaka prava je bila sastavljena
od takvih ta¢aka. Oni nikad nisu izri¢ito rekli koliki je broj ta¢aka u pojedinoj pravoj, ali su
tvrdili da je on konacan. Kako tacka ima veli¢inu, moguce je uporedivanje pravih — veca je
ona koja sadrzi vise tacaka. Kada je otkrivena nesamerljivost dijagonale i stranice

kvadrata, njihova teorija je zapala u ozbiljne probleme. Otkri¢e iracionalnih brojeva, t;.



brojeva koji ,,idu u beskonacnost”, predstavlja glavni doprinos Pitagore i pitagorejaca

konceptu beskonacnosti.

Medu prve matemati¢ke pokusaje da se pristupi problemu beskonac¢nosti, pripadaju i
cuveni Zenonovi paradoksi. Starogrcki filozof Zenon iz Eleje (oko 490 — 430. p.n.e),
sredinom petog veka pre nove ere formulisao je Cetiri kinematicka paradoksa, dokazujuéi

nemogucnost kretanja.

AHIL 1 KORNJACA: Zamislimo trku Ahila i kornjace. Radi jednostavnost,
pretpostavimo da Ahil trci 10 puta brze od kornjace i trku pocinje od tacke A, dok kornjaca
pocinje od tacke B, 100 metara ispred Ahila (kornjaci, koja je sporija, data je prednost).
Da bi prestigao kornjacu, Ahil prvo mora da stigne do tacke B. Medutim, za to vreme,
kornjaca prede 10 metara i stigne do tacke B1. Dalje, dok Ahil stigne do tacke B1, kornjaca
prede jos 1 metar i stigne u B>. Dok Ahil stigne do By, kornjaca stigne u Bz itd. Dakle,
kornjaca ¢e uvek imati prednost nad Ahilom, bez obzira na to koliko mala ona bila. Prema

tome, Ahil nikada nece stici kornjacu.
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Slika 1: Paradoks Ahil i kornjaca (izvor: https://www.wikiwand.com/en/Zeno%27s_paradoxes)

DIHOTOMUWA: Zamislimo da neko treba da prede put od tacke A do tacke B. Da bi
stigao do cilja, on prvo mora da prede polovinu puta i stigne do tacke Bi1 (koja je na
Sredini izmedu A i B). Ali, da bi stigao do tacke B1, mora prvo da stigne do tacke B2, kKoja
se nalazi na polovini puta izmedu A i B1. Da bi stigao do B,, mora prvo da stigne do Bs, na

polovini puta izmedu A i B, itd. Dakle, kretanje nikada ne mozZe poceti.
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Slika 2: Paradoks dihotomija (izvor: https://www.wikiwand.com/en/Zeno%27s_paradoxes)

STRELA: Zamislimo da strela leti unapred tokom odredenog vremenskog intervala.
U svakom trenutku tog intervala, strela je nepomicna. Prema tome, strela je nepomicna

tokom citavog intervala (zbir mirovanja ne moze da da kretanje).

Slika 3: Paradoks strela (izvor: https://www.wikiwand.com/en/Zeno%27s_paradoxes)

STADION: Zamislimo tri ,,reda* tela. Oznacimo tela sa A, B i I, u zavisnosti od
toga u kom redu se nalaze. U svakom redu nalazi se isti broj jednakih tela. Tela oznacena
sa B i I nalaze se na suprotnim krajevima stadiona i kre¢u trkackom stazom U suprotnim
smerovima, jednakim intenzitetom brzine, dok se tela oznacena sa A nalaze u sredini i
miruju. Posmatra se kretanje B-ova u odnosu na A-ove i 7-ove, od momenta datog na slici
4. Dok B-ovi produ pored pola reda A-ova, istovremeno produ pored celog reda I'-ova.
Red tela koja se krecu prolazi pored polovine reda koji miruje za vreme T/2. Istovremeno
su se sva tela redova koji se kre¢u mimoisli, pa kako u ta dva reda imamo 4 polovine, za
ovo mimoilaZenje je potreban vremenski interval 2T. Sledi da je polovina vremena jednaka

duplom tom vremenu, sto je besmisleno. Dakle, kretanje je prividnog karaktera.
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Slika 4: Paradoks stadion (izvor: https://mwww.wikiwand.com/en/Zen0%27s_paradoxes)

Zenonovi paradoksi imali su veliki uticaj na grcku matematiku, a kako isti¢u
kontraintuitivnu prirodu beskonacnosti, i u danasnje vreme Su Cest uzrok kontroverzi i

polemika.

Veliki doprinos matematici tog vremena dao je i Demokrit iz Abdere (oko 460 —
370. p.n.e), jedan od osniva¢a atomizma? i njegov najistaknutiji predstavnik. On je pomo¢u
infinitezimala? dosao do vaznog rezultata: zapremina prizme i piramide jednakih osnova i
visina odnose se kao 3:1. Takode je dokazao da se obimi krugova odnose kao njihovi
poluprecnici. Identifikovao je krug sa poligonom sa ,,velikim* brojem strana koje su sve po

duzini ,,male*.

Kljuéna figura u filozofiji beskonacnosti je Aristotel (384 — 322. p.n.e). U pocetku,
on povezuje beskonacnost sa prirodom, ¢ija je glavna karakteristika promena. Promena je
neprekidna, stoga beskrajno deljiva, pa priroda neminovno vodi ka razmatranju
beskonac¢nog. Beskona¢nost mora postojati, u odredenom smislu, jer bi u suprotnom
postojale mnoge ,,nemoguce posledice®, poput vremena koje ima pocetak 1 kraj. Aristotel
odbija moguénost postojanja beskonacnosti kao dovrSenog, gotovog objekta — za njega,
beskona¢no moZe da postoji samo potencijalno, kao proces koji se uvek moze nastaviti. Za
razliku od atomista koji su duz, kruZnu liniju 1 sli¢no, zamisljali kao diskretan niz atoma,

koji su poredani kao prirodni brojevi do odredenog prirodnog broja, Aristotel je duz

! Atomizam je teorija po kojoj su svi objekti u kosmosu sastavljeni od veoma malih, nedeljivih,
nepropadljivih ¢estica — atoma. Nastala je kao rezultat razmi$ljanja o granicama deljivosti materije.

2 U matematici, infinitezimal je broj ¢ija je apsolutna vrednost manja od bilo kog pozitivnog realnog
broja, a nije nula.
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zami$ljao drugacije. Za njega je svaka duz bila deljiva, drugim re¢ima, izmedu svake dve
tacke na duzi mogla se ubaciti tre¢a koja je razlic¢ita od te dve tacke. To deljenje duzi je
potencijalno beskonacno, tj. iza svake deobe moze se napraviti sledeca. Aristotelova teorija
beskonacnosti je naiSla na probleme kada se suocila sa njegovim verovanjem da je

univerzum vecan, tj. da vreme nema pocetak.

Polovinom treceg veka pre nove ere, Arhimed (287 — 212. p.n.e) je za svoj metod
izraCunavanja povrSine kruga koristio ideju grani¢nih vrednosti 1 beskonacnosti. On je
opisivao 1 upisivao poligone oko kruga. Poceo je sa povrS§inom Sestougla, zatim je duplirao
broj stranica i taj proces nastavio sve dok nije izratunao povr$inu 96-0stranog poligona.
SavrSenu povrSinu dao bi poligon sa beskonatno mnogo stranica, gde bi doSlo do
konvergencije opisanog i upisanog poligona tackama kruznice. Kako broj strana tezi
beskonacnosti, razlika izmedu povrSina poligona i povrSine kruga tezi nuli, a granice se
podudaraju. Ovde je Arhimed naiSao na dva koncepta, koja ¢e kasnije postati izuzetno

popularna — koncept grani¢nih vrednosti i koncept beskonaénosti.

Greki filozofi 1 matematic¢ari Zlatnog doba, od Pitagore do Zenona i Arhimeda,
otkrili su mnogo o konceptu beskonacnosti. [znenadujuce, tokom naredna dva milenijuma
vrlo malo se saznalo o matematickim svojstvima beskonacnosti. Koncept beskonacnosti se,

medutim, ponovo pojavljuje tokom srednjovekovnog doba, u novom kontekstu: religiji.

Verzije beskona¢nosti se pojavljuju u mnogim religijama. Kako Filopon® objasnjava,
filozofija 1 matematika beskonacCnosti postale su usko isprepletane sa ranohris¢anskim
verovanjima. U srednjovekovno doba pojacala se ideja da Bog nema granice; to je bila
umnogome definicija Bozanstva. Covek je efemeran, smrtan, sa ograni¢enim moéima i

znanjem; Bog je vecan, besmrtan, svemoguc i sveznajuc.

Koncept beskona¢nosti je slozen i ponekad zaista zbunjuju¢. Znacajno je spomenuti i
razmotriti ovu Galileovu* misao: ,, Poteskoce u proucavanju beskonacnosti nastaju zato
Sto pokusavamo, s nasim konacnim umovima, da raspravljamo o beskonacnom, pripisujuci

mu ona svojstva koja dajemo konacnom i ogranicenom. *

U 17. veku dolazi do vaznih otkrica u matematici, kada o pojmu beskonacnosti

poc¢inje da se govori u pravom matematickom smislu. Medu mnogim poznatim

3 Jovan Filopon, vizantijski pisac, filolog, filozof i teolog.
4 Galileo Galilei (1564 — 1642), italijanski astronom, fizi¢ar, matematicar i filozof.
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matemati¢arima iz tog perioda, za razvoj ove teme posebno su znacajna dvojica. Njutn® i
Lajbnic® smatraju se tvorcima diferencijalnog i integralnog raduna, a osnova tih delova
matematike su beskonacni procesi. Kasnije ¢e se iz navedenih oblasti razviti vazna
disciplina: matematicka analiza. Razvojem ovog podru¢ja matematike, beskonacnost

postaje vazan pojam bez kojeg mnogo toga ne bi imalo smisla.

Problem u vezi sa konceptom beskona¢nosti vra¢a se i u novije vreme kada su
Dedekind” i Kantor® razvili teoriju beskonaénih skupova i on do danas nije na

zadovoljavajuéi nacin reSen. ViSe o tome u poglavlju ,,Beskona¢nost u matematici®.

Matematicki simbol za beskona¢nost je horizontalna osmica ili tzv. lemniskata:

Pored nauke, prisutan je 1 u mnogim drugim sferama zivota, pa Cak i na zastavi
Metisa, autohtonog naroda iz Severne Amerike, taénije Kanade. Napisao ga je DZon Valis®
1655. godine, dok se bavio infinitezimalnim raCunom. Do danas nije sa sigurnoscu
utvrdeno na koji nacin je Valis doSao do oo kao simbola beskona¢nosti — postoje dve
mogucnosti: prva je da je oo varijanta gréckog slova , Sto se rede spominje, a druga, ¢esca,
da je oo modifikovan zapis rimskog broja 1000. Pri tome, ne misli se na danasnje ,,M*, ve¢
na zapis ,,CID“, koji se koristio tada. Neki su povezivali co sa Mebijusovom trakom. Bilo

kako bilo, Valisov simbol je vrlo brzo usao u Siroku upotrebu i kao takav se koristi i danas.

° Isaac Newton (1643 — 1727), engleski fizi¢ar, matemati¢ar, astronom, alhemiéar i filozof prirode.

6 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716), nemacki filozof, matematidar, pronalazad, pravnik,
istoricar, diplomata i politi¢ki savetnik luzickosrpskog porekla.

7 Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831 — 1916), nemacki matematicar.

8 Geeorg Cantor (1845 — 1918), nemacki matematicar, utemeljiva¢ teorije skupova.

® John Wallis (1616 — 1703), engleski svestenik i matematicar.
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Beskonacnost u matematici

Beskona¢nost je, bez dileme, jedan od najtezih matemati¢kih pojmova za
razumevanje. Ona nije iskustvena — ne mozemo je doziveti culima, ve¢ je u sferi misaonog.

To je ideja o neCemu $to nema kraja.

Zapoc¢nimo temu pitanjem: Da 1i postoji najveci broj? Jo§ kao deca smo uvideli da
brojanju nema kraja. Koliko god velik broj uspemo da ,,smislimo*, uvek ¢emo dodavanjem
jedinice tom broju da dobijemo veci. Postoje izuzetno veliki brojevi koji imaju svoje ime.
Jedan od njih jeste gugol (googol), koji je jednak 101°, a po kom je pretraziva¢ Gugl
(Google) dobio ime, sa greSkom u spelovanju. Veé¢ je gugol veci od broja elementarnih
Cestica u univerzumu. Sledeéi primer je gugolpleks (googolplex), koji predstavlja jedinicu

iza koje sledi gugol nula, odnosno 100", Zatim imamo gugolpleksijan (googolplexian),

to je jedinica pracena sa gugolpleks nula, tj. 101" .. Najveéi broj koji ima ime i
koristen je u matematickom dokazu naziva se Grahamov broj*®. Njega nije moguée
zapisati, jer prostor potreban za zapisivanje prevazilazi kapacitet vidljivog svemira. Upisan
je u Ginisovu knjigu svetskih rekorda 1980. godine. Medutim, i on ima kona¢nu vrednost.
Lako mozemo formirati 1 mnogo vece brojeve od gorenavedenih. Ali, svi oni su konacni 1

nijedan nije ni blizu beskonac¢nosti.

U istoriji matematike, temelje beskonac¢nosti postavili su, krajem 19. veka, Dedekind
i Kantor, kada su resili problem potencijalne beskonac¢nosti i razvili teoriju kardinalnih

brojeva.

Beskonacnost je veoma vazan koncept u matematici, posebno u analizi. Sa njim se

susre¢emo ve¢ pri obradi osnovnih matematickih pojmova.

PRIMERI:
= Prava se prostire beskonacno u oba smera.

= Niz prirodnih brojeva je beskonacan, nikad se ne zavrSava.
. g je konacan broj, ali kada ga zapiSemo u decimalnom obliku 0,33333 ... cifra 3

se ponavlja beskonacno.

= Izmedu bilo koje dve (razli¢ite) tacke na pravoj postoji beskonaéno mnogo tacaka.

10 Ronald Graham, ameri¢ki matematicar.
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Zanimljivo je da pojam beskona¢nosti nema samo jedno znacenje, ve¢ u razlicitim

kontekstima ima drugacija znacenja.

Posmatrajmo proces brojanja — to je proces koji nema gornje ogranicenje: 1,2,3,4 ...
itd. On predstavlja jedan od prvih primera sa kojim se deca susreéu kada je u pitanju
beskonacnost. Pri tome, mozemo da opiSemo proceduru za dobijanje svakog sledeceg
broja, ali sam proces ne mozemo nikada dovesti do kraja u praksi. Ovakvi neprekidni
procesi koji nemaju kraja su uglavnom prvi primeri beskonacnosti za decu 1 nazivaju se
potencijalno beskonacni. Potencijalna beskona¢nost se u matematici javlja vrlo ¢esto; jos
neki primeri, pored gorenavedenog, su i proces brojanja decimala broja «t, crtanje pravilnih
mnogouglova sa sve vefim brojem stranica unutar kruga, brojni nizovi itd. Dakle,
potencijalna beskonaénost ne predstavlja neku odredenu veli¢inu ili broj, ve¢ proces koji se
nikad ne zavrSava. Kod potencijalne beskonacnosti lako mozemo da, u bilo kojoj fazi, bez
obzira na duzinu procesa, uo¢imo naredni korak. U matematiku su je uveli Njutn i Lajbnic

kada su otkrili infinitezimalni radun.

Sa druge strane, pojam aktualne (stvarne) beskonaénosti, ima sasvim drugi smisao.
Naime, beskonac¢nost nazivamo aktualnom ukoliko je posmatramo kao ,,realizovanu stvar®.
Skup prirodnih brojeva primer je aktualne beskonacnosti — potencijalno beskonacan proces
brojanja konceptualizujemo kao da je nekako zavrSen. Aktualnu beskonacnost su otkrili

Kantor i Dedekind, a njeno shvatanje dovelo je do razvoja teorije skupova.

Postoje paralele izmedu istorijskog razvoja 1 naseg razvoja razumevanja
beskonacnosti. U oba slucaja, razvoj potencijalne beskonacnosti je prethodnik razvoja
aktualne beskonacnosti. Problemi koji nastaju zbog razlike u ovim beskona¢nostima, a koji
su postojali jo§ od vremena Aristotela, i dalje su relevantni, kako za ucenike, tako i1 za
nastavnike. lako je koncept potencijalne beskonacnosti za matematiCare relativno
jednostavan, koncept aktualne beskonacnosti je kontraintuitivan i tezak. Prelazak iz
potencijalne u aktualnu beskonacnost zapravo podrazumeva prelazak iz matematickog
procesa u matematicki objekat. Aktualna beskonacnost pripisuje konaénost (celinu)
beskonacnom procesu. Ona nema osnovu u realnom zivotu. Recimo, ne moZemo da
zamislimo celokupan skup prirodnih brojeva, ve¢ samo ideju da se posle svakog, ma

koliko velikog prirodnog broja, nalazi drugi prirodan broj.

Zasto uopste treba da razmiSljamo o konceptu sa kojim se nikada ne susreCemo

direktno? Postoji mnogo razloga. Cak i u osnovama matematike nailazimo na aspekte
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beskonacnosti, npr. kada piSemo razlomak Ju decimalnom obliku — da bismo dobili tacnu

reprezentaciju, decimala 3 mora da se ,,ponavlja“ zauvek. Generalno gledano, ¢ini se da
nasi umovi zahtevaju ideju da stvari mogu ,trajati zauvek™, u vremenu i prostoru,
buduénosti i proslosti. Beskona¢nost je, mozda, mentalni nedostatak, prirodna nuspojava
sposobnosti naSih umova koji traze model. Evolucija nas je naterala da primecujemo
obrasce u spoljnom svetu, bili oni stvarni ili zamisljeni. Nastaviti zauvek bez promene
mozda je najjednostavniji obrazac od svih. Shodno tome, rado objaSnjavamo vreme kao
nesto §to je oduvek postojalo i stoga nema pocetak. Smatramo da je to jednostavnije od
vremena koje nekako pocinje, iako to predlaZze trenutna kosmologija. Radije mislimo 1 da
je prostor beskonaCan, a univerzum se Siri bez ikakvih ograni¢enja, jer mislimo da u
suprotnom mora postoji granica i pitamo se Sta lezi izvan te granice. Svi brojevi koje je iko
ikad koristio, bilo da se radi o naukama poput matematike i medicine ili o kupovini hrane,
koriste¢i bilo koju izmisljenu notaciju, manji su od nekog odredenog broja. Nemamo
pojma koji broj je u pitanju i, ako bismo ga zapisali, odmah bismo unistili to svojstvo,
medutim, takav broj mora da postoji. Dakle, u praksi, jedino brojevi manji od te granice su
ikad bili potrebni. Apsolutno nijedna aktivnost koja zavisi od brojeva u celoj ljudskoj
istoriji ne bi se promenila ako bismo se ograniéili na ovaj kona¢ni opseg brojeva. Pa zasto
onda matematicari insistiraju na tome da opseg brojeva mora biti beskona¢an? Jedan od
razloga je nesvesna pretpostavka da ako se neki jednostavan obrazac dugo zadrzi, mora da
traje veCno. Drugo je da, kada su matematicari poceli da formalizuju procese brojanja i
aritmetike, shvatili su da je sve jednostavnije ako od pocetka pretpostavimo da su odredena
aritmeticka pravila univerzalna. Jedno od njih je npr. da je n 4+ 1 uvek vece od n. Ako
napustimo, za primer, konvenciju da postoji beskonacno mnogo celih brojeva,
tradicionalna pravila aritmetike, pa tako 1 algebre, viSe ne bi vazila. Nije nemoguce
postaviti kona¢nu verziju aritmetike sa vrlo velikim najve¢im brojem, ali bi to bilo
neelegantno 1 teSko za rad. Matematicari vole da njihovi obrasci budu opsti, pa, shodno
tome, prihvataju beskonacnost celih brojeva. Beskonacnost je jednostavnija od nekog

odredenog, ali nejasnog veoma velikog broja.

Kako bismo bolje razumeli koncept beskonacnosti, spusticemo se koji korak nize — u
teoriju skupova. Skup predstavlja jedinstveni osnovni pojam na kom se zasniva cela
matematika. Tvorcem moderne teorije skupova, kao posebne matematicke discipline,

smatra se Georg Kantor.
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Slika 5: Georg Kantor (izvor: http://totallyhistory.com/georg-cantor/)

DEFINICIJA: Skup je bilo koja kolekcija iz celine izdvojenih i odredenih objekata
nase intuicije ili misljenja.
U Sirem smislu, skup je kolekcija objekata. U matematici, ti objekti su obic¢no

brojevi, tatke u prostoru ili cak drugi skupovi.

Poredenje ,,veli¢ine* konac¢nih skupova obi¢no je najlakSe izvrSiti direktnim
prebrojavanjem elemenata svakog od tih skupova. Kod beskona¢nih skupova, medutim,
situacija je znatno slozenija, te je bilo neophodno uvesti neki drugi metod poredenja.

Kantorova istrazivanja rezultirala su definisanjem sledeceg:

DEFINICIJA: Skupovi A i B su ekvivalentni (iste velicine) ako je, po nekom
pravilu, moguce staviti ih u takav odnos da svakom elementu svakog od njih odgovara
tacno jedan element drugog. Drugim re¢ima, A i B su ekvivalentni ako se izmedu njih

moze uspostaviti bijekcija (obostrano jednoznacno preslikavanje).

Ako su dva skupa ekvivalentna, ¢esto kazemo da imaju istu kardinalnost ili istu mo¢.

Za oznacavanje kardinalnosti skupa koristi¢emo oznaku | - |.

Postoji glediSte po kome se ideja koriS¢enja bijekcije ¢ini osnovnijom od brojanja, jer
pomocu nje mozemo odluciti da 1li su dva skupa iste veli¢ine, bez potrebe za

prebrojavanjem njihovih elemenata. Ako su A i B konacni skupovi, izmedu njih se moze
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uspostaviti bijekcija ako i samo ako imaju isti broj elemenata. Ali Sta ako su A i B

beskonac¢ni? Tada stvari postaju mnogo zanimljivije...

Koriste¢i Kantorovu definiciju, mozemo uporedivati beskona¢ne skupove. Neka je
N =1{1,2,3,4,...} skup prirodnih brojeva i neka je P =1{2,4,6,8,...} skup parnih
prirodnih brojeva. Lako mozemo pokazati da su ova dva beskonacna skupa iste veliCine,
tako $to uspostavimo bijekciju f:N — P,f(n) =2n. Na prvi pogled, ovo izgleda
paradoksalno. Cini se da bi trebalo da postoji upola manje parnih brojeva od prirodnih,
medutim, sve je u skladu sa definicijom ekvivalentnosti skupova, kao i sa Kantorovim
shvatanjem da beskonacne skupove mozemo posmatrati kao totalitet i kao takve ih
proucavati. Dakle, Kantor je prvi u istoriji matematike prihvatio koncept aktualne

beskonacnosti.

Koriste¢i bijekciju kao osnovnu ideju elementarne teorije skupova, definisa¢emo

beskonacan skup na slede¢i nacin:

DEFINICIJA: Skup je beskonacan ako je ekvivalentan svom pravom podskupu.

DEFINICIJA: Skup se naziva prebrojiv (prebrojivo beskonacan) ako se izmedu

njega i skupa prirodnih brojeva N moze uspostaviti bijekcija.

Primetimo, to znaci da elemente prebrojivih skupova mozemo poredati u nizove. Ve
smo pokazali da je |P| = |N| (kardinalnost skupa parnih prirodnih brojeva jednaka je
kardinalnosti skupa prirodnih brojeva). Postavlja se pitanje da li celih brojeva ima viSe

nego prirodnih.,
TEOREMA: Skup celih brojeva je prebrojiv.

DOKAZ: Neka je N=1{1,2,3,4,..} skup prirodnih i neka je Z=
{..,—3,-2,—-1,0,1,2,3,...} skup celih brojeva. Bijekcija kojom dokazujemo tvrdenje je:
f(1) =0,f(2k) =k, f(2k + 1) = —k, k € N, odnosno:

N: 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Z: 0 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 .=

Simbol koji je Kantor odabrao da oznaci veli¢inu prebrojivog skupa je R, (Cita se

alef-nula), po prvom slovu hebrejskog alfabeta. To je najmanja poznata aktualna
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beskonacnost. Dakle, Kantorovo proucavanje beskonacnih skupova dovelo ga je do novog

broja, tacnije nove vrste brojeva — transfinitnih kardinala.

Da bismo istrazili neka svojstva alef-nule, koristi¢emo ideju predstavljenu od strane

Davida Hilberta'!, 1924. godine, nazvanu Hilbertov hotel.

Slika 6: Hilbertov hotel (izvor: https://philosophicaldisquisitions.blogspot.com/2013/07/hedrick-on-hilberts-
hotel-and-actual.html)

Hilbertov hotel je ogroman hotel koji ima beskona¢no (tacnije prebrojivo mnogo)
soba 1 sve su zauzete. Medutim, pojavi se novi gost i zatrazi sobu. Nakon malo
razmiS$ljanja, menadzer hotela, koji se, igrom slucaja, zove Kantor, pronalazi reSenje. On
premesta svakog gosta u sobu sa brojem za 1 ve¢im od broja sobe u kojoj je prethodno bio
smesten, znacCi: gost iz sobe 1 prelazi u sobu broj 2, gost iz sobe 2 u sobu 3, gost iz sobe 3

u sobu 4 itd. Zatim novog gosta smesta u sobu broj 1. Gotovo!

Napomena: Kada prebrojivom skupu dodamo jo$ jedan element, on ostaje prebrojiv,

odnosno X, + 1 = X,.

Sada, u hotel pristigne autobus sa 66 ljudi koji traze sobe. Kantor pomisli da, ako je
pronaSao reSenje za 1, lako ¢e to uraditi i za 66 novih dolazaka. PremeSta svakog gosta u
sobu sa brojem za 66 ve¢im od broja njegove prethodne sobe, znaci: gost iz sobe 1 prelazi
u sobu 67, gost iz sobe 2 u sobu 68, gost iz sobe 3 u sobu 69 itd. Na taj nacin oslobadaju se
sobe sa brojevima od 1 do 66 1 u njih se smestaju svi pristigli gosti iz autobusa. Kantor
sada zaklju€uje da na ovaj nac¢in moze da resi problem za proizvoljan konacan broj novih

gostiju.

Napomena: Kada prebrojivom skupu dodamo konacno mnogo elemenata, on ostaje

prebrojiv, odnosno X, + n = X, gden € N.

11 David Hilbert (1862 — 1943), nemacki matematicar.
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Iako se nije nadao, menadzera Hilbertovog hotela ¢eka jo§ mnogo posla. Stize novi
autobus, koji ovog puta dovozi beskona¢no, tacnije prebrojivo mnogo putnika. Ali, ni to
nije tezak zadatak za njega. Sve Sto treba da uradi je da preseli svakog gosta u sobu sa
brojem duplo ve¢im od broja sobe u kojoj se trenutno nalazi: gost iz sobe 1 seli se u sobu
2, gost iz sobe 2 u sobu 4, gost iz sobe 3 u sobu 6 itd. Tako se oslobadaju sve sobe sa

neparnim brojem, kojih, kao i soba sa parnim brojem, ima prebrojivo mnogo.

Napomena: Kada prebrojivom skupu dodamo prebrojivo mnogo elemenata, on ostaje

prebrojiv, odnosno X, + X, = N,.

Medutim, najveci izazov tek sledi! Pristize prebrojivo mnogo autobusa, svaki sa
prebrojivo mnogo gostiju. Kantorova ideja je da izmeni plan hotela i zamisli ga u obliku

piramide, a sobe numerise kao na slici:

Slika 7: Plan rekonstrukcije Hilbertovog hotela (izvor: [21])

Postojece goste smesta u kolonu koju formiraju krajnje desne sobe svakog sprata, na slici
oznacene zutom bojom. Klju€no je primetiti da, nakon ovog koraka, preostale prazne sobe
ponovo formiraju piramidu. Sada se putnici prvog autobusa smestaju u krajnje desne sobe
nove piramide, na slici oznaCene crvenom bojom. Prazne prostorije ponovo formiraju
piramidu, pa gosti pristigli drugim autobusom dobijaju sobe na slici oznacene plavom
bojom... | tako dalje. Na ovaj nacin, za svakog od prebrojivo mnogo putnika iz prebrojivo
mnogo autobusa na¢i ¢e se slobodna soba u Hilbertovom hotelu. Slicnu ideju,
interpretiranu na malo drugaciji nacin, koristicemo za dokazivanje prebrojivosti skupa

razlomaka.

Napomena: Sve prethodno u¢injeno moZemo matematicki zapisati kao X, - Xy = K.
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Na osnovu predstavljanja nekih fascinantnih racuna sa X, pomocu Hilbertovog
hotela, mozemo pomisliti da isti vaze jer se radi o diskretnim beskona¢nim skupovima.

Medutim, nije bas tako.

Zamislimo skup racionalnih brojeva. Oznac¢imo ga sa Q. To je beskonacan skup, koji
nema praznine izmedu svojih elemenata, kao sto je slucaj sa celim brojevima, u smislu da
izmedu svaka dva racionalna broja postoji tre¢i racionalni broj (npr. njihova aritmeticka

sredina). Da bismo dokazali prebrojivost skupa Q, bi¢e nam potrebna sledeca teorema:
TEOREMA: Skup razlomaka Q. je prebrojiv.

Napomena: Racionalni broj predstavlja bilo koji ceo broj podeljen bilo kojim ne-nula
celim brojem. Pod razlomcima podrazumevamo samo pozitivne racionalne brojeve, t.

koli¢nike prirodnih brojeva.

DOKAZ: Poredajmo sve razlomke na slede¢i nacin:

U /5 s 1/4 s

2/, 2/, 2/3 2/y Ys. °
3 3 33 34 35
4, ip) 3 Y4 s

Dakle, u prvoj koloni nalaze se svi pozitivni celi brojevi, u drugoj koloni polovine, u trecoj
tre¢ine itd. Zelimo da ih sloZzimo u jedan niz. To moZemo da uradimo tako $to éemo
ispisivati redom brojeve na dijagonalama, preskacuci one koji su ve¢ ranije upisani u niz,

kao Sto je prikazano na sledecoj slici:
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Ovako konstruisan niz sadrzi sve razlomke, tj. prikazuje bijekciju izmedu skupa razlomaka

i skupa prirodnih brojeva.

N: 1 2 3 4 5 6 7 8 9
. 1 1 2 1 3 1 2 3 4
Q.+ 1 2 1 3 1 4 3 2 1

Time je dokazana ekvivalentnost ova dva skupa. m
TEOREMA: Skup racionalnih brojeva je prebrojiv.

DOKAZ: Dokazali smo da je skup razlomaka, tj. pozitivnih racionalnih brojeva,
prebrojiv. Analogno, skup negativnih racionalnih brojeva je prebrojiv. Disjunktna unija
pozitivnih, negativnih racionalnih brojeva i nule ¢ini ceo skup racionalnih brojeva, pa je
zbir kardinalnosti ta tri skupa jednak upravo kardinalnosti skupa Q. Na osnovu toga i

predstavljenih osobina X, zaklju¢ujemo da je skup racionalnih brojeva prebrojiv. m

Sada znamo: X, =|N|=|P|=1|Z| =|Q|. Pa, jesu li svi beskonaéni skupovi

prebrojivi? Odgovor je NE. Postoji beskona¢an skup koji nije prebrojiv.
TEOREMA: Skup realnih brojeva iz intervala [0, 1] nije prebrojiv.
DOKAZ: Pretpostavimo suprotno, da unutar intervala [0,1] ima prebrojivo mnogo

realnih brojeva. To znaci da sve mozemo da zapiSemo u jednom nizu:
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x; =0,256173 ...
x; = 0,654321 ...
x3; = 0,876241 ...

x4 = 0,60000 ...
x5 =0,67678 ...
xg = 0,38751 ...

x, =0,aiaa3 ...a, ..

Konstrui§imo broj b = 0, bybyb3zbybs ... b, ... na sledeci nadin:
b, se razlikuje od prve decimale x4 (by # 2, npr. b; = 4),

b, se razlikuje od druge decimale x, (b, # 5, npr. b, = 7),

b; se razlikuje od tre¢e decimale x3 (b3 # 6, npr. b3 = 8),

b, se razlikuje od Cetvrte decimale x4 (by # O, npr. b, = 3),

bs se razlikuje od pete decimale x5 (bg # 8, npr. b = 7),

b, se razlikuje od n-te decimale x,, (b, # a,)

Broj b = 0,47837 ... ne moZe biti jednak broju x4, jer se od njega razlikuje na prvom
decimalnom mestu; ne moze biti jednak broju x5, jer se od njega razlikuje na drugom
decimalnom mestu; ne moze biti jednak broju x3, jer se od njega razlikuje na treCem
decimalnom mestu i tako dalje.

Dakle, pretpostavili smo da se u gorepomenutom nizu nalaze svi realni brojevi iz intervala
[0,1]. Sa druge strane, konstruisali smo realan broj b iz intervala [0,1] koji se ne nalazi u
tom nizu, jer se razlikuje od svakog njegovog ¢lana na bar jednom decimalnom mestu.
Kontradikcija.

To nam govori da je nasa pretpostavka da postoji bijekcija izmedu skupa prirodnih brojeva
i skupa realnih brojeva iz intervala [0,1] bila pogre$na. Drugim re¢ima, skup realnih

brojeva iz intervala [0, 1] nije prebrojiv. m

Mozemo pokazati da je kardinalnost skupa R svih realnih brojeva jednaka

kardinalnosti skupa [0, 1] realnih brojeva izmedu 0 i 1. Bijekcija izmedu ovih skupova data

x—1

je, npr., funkcijom f:[0,1] - R, f(x) = Na taj na¢in bismo dokazali slede¢u, vrlo

2
x—x2'

vaznu teoremu:
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TEOREMA: Skup realnih brojeva nije prebrojiv.

Dakle, realnih brojeva ima viSe nego prirodnih. Prvi koji je dokazao neprebrojivost
skupa realnih brojeva bio je Kantor. Tako je dosao do zakljucka da ne postoji samo jedna

beskonacénost.
Kardinalnost realnih brojeva obi¢no se oznacava sa c (i ¢ita se kontinuum).

Pretpostavka da izmedu X, i ¢ nema drugih kardinalnih brojeva, tj. beskonacnosti,
naziva se hipoteza kontinuuma i jedan je od 23 vazna problema koja je Hilbert postavio na
Medunarodnom kongresu matemati¢ara (ICM) u Parizu 1900. godine. On do danas$njeg
dana nije reSen. Ipak, dokazane su dve interesantne, medusobno protivrecne, ali jednako
mogudée stvari: da se Kantorova hipoteza kontinuuma ne moze niti opovrgnuti'? niti

dokazati*® unutar standardne (ZF ili ZFC) teorije skupova.

U nastavku ¢emo videti joS jedan znacajan Kantorov rezultat.

DEFINICIJA: Partitivni skup skupa A4, u oznaci P[A], jeste skup svih podskupova
datog skupa.

Ako skup ima n elemenata, tada njegov partitivni skup ima 2™ elemenata — drugim
re¢ima, skup od n elemenata ima 2™ podskupova (svaki od elemenata skupa moze da
pripada ili ne pripada njegovom podskupu, dakle za svaki od n elemenata postoje po 2

mogucnosti).

PRIMER: Neka je dat skup 4 = {a, b, c}. Kako 4 ima 3 elementa, P[A] ima 23 = 8
elemenata i P[A] = {{},{a}, {b},{c}{a, b}, {a,c},{b,c},{a b,c}}.

TEOREMA: Izmedu proizvoljnog skupa i njegovog partitivnog skupa ne moze da

se uspostavi bijekcija.

DOKAZ: Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji bijekcija izmedu ova dva skupa.

12 Dokazao Kurt Gedel (Kurt Godel, 1906 — 1978, austrijsko-americki matematicar) 1938. godine.
13 Dokazao Pol Koen (Paul Cohen, 1934 — 2007, americki matematicar) 1963. godine.
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Elementi 4 Elementi P[A]

a {c,d}
b {e}
c {b,c,d, e}
d {}
A
f {a,c,e, g, ..}

g {b,k,m, ..}

DefiniSimo sada skup B kao skup svih elemenata skupa A koji nisu sadrzani u podskupu sa
kojim su upareni: B = {a, b,d, f, g, ... }. B je takode podskup skupa A, pa se mora nalaziti

u desnoj koloni i biti uparen sa nekim elementom skupa A, recimo z.

Sledi klju¢no pitanje: da li je z element skupa B?

- Ako pretpostavimo da z pripada B, onda na osnovu definicije skupa B sledi da z ne
pripada B.

- Ako pretpostavimo da z ne pripada B, tada na osnovu definiSuc¢eg svojstva skupa B sledi
da z pripada B.

U oba slucaja dolazimo do kontradikcije, pa zaklju¢ujemo da je naSa polazna pretpostavka,

da postoji bijekcija izmedu A i P[A], pogresna. m

Dakle, partitivni skup ima vecu kardinalnost od polaznog skupa. To nam omogucava

da izgradimo beskona¢nu skalu beskonacnih brojeva — postoji beskonacno mnogo

2270

beskonagnosti: X, < 2% = ¢ < 220 < 22°° < ...

Napomena: Jednakost 2% = c¢ dokazuje se koriste¢i Kantor-Sreder-Berstajn

teoremu'* i injekcije izmedu skupova [0,1) i {0, 1}V,

Kantorova teorija skupova je na pocetku imala veliki broj protivnika, jer je sa sobom
povladila zaista teSka pitanja, te su mnogi matematicari bili kriticni prema onome $§to je
postigao. Ipak, do kraja karijere, Kantor je ostvario mnoga priznanja i nagrade. Pocetkom

XX veka, njegova teorija dozivljavala je svoj procvat i nalazila Siroku primenu u

4 Teorema: (Kantor-Sreder-Berstajn) Ako postoji injekcija f : A — B iinjekcija g: B — A, tada
postoji bijekcija izmedu A i B.
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matematici. Istovremeno, uocene su i prve protivrecnosti, odnosno paradoksi. Najcuveniji
je Raselov paradoks?®, nastao 1902. godine. Postoje razne interpretacije ovog paradoksa:
paradoks brijaca, paradoks biblioteke i mnogi drugi.

Ako za svako svojstvo postoji skup svih objekata koji zadovoljavaju to svojstvo, onda
isto vazi i za svojstvo ,,skup ne pripada samom sebi*. Oznacimo sa X skup objekata za
koje vazi ovo svojstvo. Da li X pripada samom sebi?

- Ako pretpostavimo da X pripada skupu X, to znaci da zadovoljava svojstvo ,,skup ne
pripada samom sebi“, Sto je kontradikcija.
- Ako pretpostavimo da X ne pripada X, to znaci da ne zadovoljava dato svojstvo, tj. da

pripada sebi, sto je opet kontradikcija.

Pojava Raselovog paradoksa ozbiljno je uzdrmala Kantorovu teoriju. Rasel je
definisao pojam klase 1 jedan od nacina prevazilazenja ovog paradoksa se svodi da se skup

svih skupova ne smatra skupom, ve¢ klasom, koja je uopstenje pojma skupa.

Uprkos problemima koji su se pojavili u vidu paradoksa, zahvaljuju¢i Kantorovoj
teoriji skupova nastale su nove oblasti matematike kao Sto su topologija, teorija mere i tako
dalje. Bez obzira na razvoj nauke u celini i velika matematicka otkri¢a, beskona¢nost ¢e
ostati jedna od najvecih inspiracija, kako matematiCara, tako i drugih naucnika.
Beskonacnost ima bogato znacenje Cak i izvan okvira matematike — to je deo naSe kulture,
nasih verovanja o vremenu i univerzumu, a pronalazi svoje izraze i u umetnosti, religiji,

filozofiji, poeziji...

15 Bertrand Russel (1872 — 1970), engleski filozof, logicar, esejista i drustveni kriti¢ar, najpoznatiji po
svojim radovima iz matematicke logike i analiticke filozofije.
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I1 KONCEPT BESKONACNOSTI U NASTAVI MATEMATIKE

Beskonacnost u nastavnim sadrzajima u nastavi matematike

Moglo bi se re¢i da je beskona¢nost u matematici, za razliku od filozofije i teologije,
dobila jasnije okvire. Ipak, kada je u pitanju metodicki pristup u nastavi matematike, ovaj
dece i pre nego Sto krenu u Skolu. Deca predskolskog uzrasta i mladih razreda osnovne
Skole pokazuju intuiciju o beskonacnosti, uglavnom zasnovanu na njihovom prethodnom
zivotnom iskustvu. To uglavnom nije adekvatno propraceno i podrzano nastavnim planom
i programom®®, pa tako pojam beskona¢nosti za mnoge ostaje misterija tokom ¢itavog

Skolovanja.

Ucenici se prvi put susrecu sa pojmom beskonacnog pri izu¢avanju skupa prirodnih
brojeva u etvrtom razredu osnovne $kole. Sto se ti¢e geometrijskih sadrzaja, jedan od
prvih primera i koraka ka sticanju predstave o ovom konceptu jeste upoznavanje sa
pojmom prave u drugom razredu, a kasnije i ravni. Medutim, formalnom upoznavanju i

detaljnijem izu€avanju beskonac¢nosti pristupa se u srednjoj skoli.

U nastavku, koriste¢i program nastave i obrazovne standarde za kraj osnovnog
obrazovanja, naves¢emo sadrZaje kroz koje se ucenici susre¢u sa pojmom beskona¢nosti u

nastavi matematike.

— BROJEVI | OPERACIJE SA NJIMA
Ova oblast obuhvata znanja o razli¢itim vrstama brojeva, njihovo zapisivanje na razli¢ite
nacine, uporedivanje, poznavanje osnovnih aritmeti¢kih operacija i izraunavanje vrednosti
brojevnih izraza. Pocevsi od prvog razreda, ucenici uce brojeve, da bi se, kona¢no, u
cetvrtom, uveo prvi beskonacan skup, skup prirodnih brojeva. Uvodenje skupa prirodnih
brojeva je, zajedno sa pojmom prave (geometrija), najvaznija tema u nizim razredima
osnovne Skole koja se tice beskonacnosti. Pri obradi ove teme, ucenike treba navesti da
samostalno donesu zakljuc¢ke o postojanju sledbenika svakog prirodnog broja, nepostojanju
najveceg prirodnog broja, pa samim tim i beskonacnosti ovog skupa. U niZim razredima,

ucenici se takode upoznaju sa pojmovima prethodnika i sledbenika poznatih brojeva, kao i

186.0d skolske 2017. godine u Srbiji je uveden pojam plan i program nastave, umesto nastavni plan i
program.
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brojevima manjim/ve¢im od nekog broja. S obzirom na to da u momentu uvodenja ovih
pojmova ucenici ne poznaju negativne brojeve, mogu da zakljue samo da postoji
beskona¢no mnogo sledbenika nekog broja, odnosno beskonacno mnogo brojeva veéih od
njega. Kada nauce razlomke, ucenici nailaze na mogucnost razli¢itog predstavljanja istog
razlomka, gde se moze izvesti zakljuCak da se svaki razlomak moze zapisati na beskonacno
mnogo nacina (prosirujuci ga proizvoljnim brojem). Dalje, obraduju se pojmovi delioca i
sadrzaoca nekog broja. Skup sadrzalaca bilo kog broja je beskonacan, kao i skup svih
zajedniCkih sadrzalaca dva ili viSe brojeva. U okviru ove oblasti spominje se i podela
brojeva na proste i slozene, kojih takode ima beskona¢no mnogo. ProSirivanjem skupa
prirodnih brojeva dolazimo do skupova celih, a kasnije i racionalnih brojeva. Iz osobine
beskonacnosti prirodnih brojeva sledi da i celih i racionalnih brojeva ima beskonacno
mnogo. Nakon ovoga ucenici mogu da zakljuce da i prethodnika, odnosno brojeva manjih
od nekog broja, ima beskonacno mnogo. Takode, uvodi se pojam brojevne prave, kao
prave na kojoj su tacke oznaCene brojevima. Kada u sedmom razredu uoce postojanje
iracionalnih, odnosno nauce skup realnih brojeva, ucenici dolaze do saznanja o uzajamno
jednoznaénoj vezi izmedu tacaka na pravoj sa jedne i realnih brojeva sa druge strane. Bitno
je napomenuti da se ne pravi razlika izmedu beskonacnosti skupa prirodnih i beskona¢nosti
skupa realnih brojeva. Sto se tice decimalnog zapisa brojeva, vazno je da nau¢e da neki
racionalni, ali i svi iracionalni, imaju beskona¢no mnogo decimala. U¢i se prevodenje
razlomka u decimalni broj i obratno. Uvodi se jo§ jedan veoma vazan pojam, pojam
aritmeticke sredine, koji nam pokazuje da se izmedu svaka dva broja nalazi novi broj.
Nastavljaju¢i ovaj postupak, dobijamo da se izmedu svaka dva broja nalazi beskonacno

mnogo brojeva.

— ALGEBRA | FUNKCIE
Pojam beskona¢nosti se u okviru oblasti ,,Algebra i funkcije* implicitno i eksplicitno javlja
kod resavanja linearnih jednac¢ina i nejednacina, kao i sistema jednacina. Kao §to znamo, u
skupu prirodnih brojeva, skup reSenja nejednadine npr. x > 402 je beskonacan, dok je
skup resenja nejednacine x < 402 konacan. Medutim, u skupu celih i racionalnih brojeva,
ako proizvoljna nejednacina ima bar jedno resenje, ona ima beskona¢no mnogo resenja. Za
potrebe zapisivanja skupa reSenja nejednacina, ve¢ u osnovnoj $koli, uvodi se simbol
beskonacnosti. Postoje i jednacine, kao i sistemi jednacina, sa beskona¢no mnogo resenja.
Pojam funkcije i njenog grafika, takode pripadaju ovoj oblasti. Tokom osnovnoskolskog

obrazovanja, ucenici treba da nauce pojam zavisnosti medu promenljivama, kao i crtanje
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grafika linearne funkcije, koji je, kao Sto znamo, prava. Graficki prikaz sistema od dve
linearne jednacine sa dve nepoznate Cine dve prave i on ima beskonacno mnogo reSenja

ako se one poklapaju.

— GEOMETRIA
Poznavanje geometrijskih objekata u ravni i prostoru, njihovih svojstava i primena istih,
predstavlja sadrzaj ove oblasti. U osnovnoj Skoli u geometriju se uvode prvi beskona¢ni
matematic¢ki objekti: poluprava i prava, a kasnije i poluravan i ravan. U¢e se njihove
osobine i medusobni odnosi: prava i ravan sadrze beskona¢no mnogo tacaka; u svakoj
ravni postoji beskona¢no mnogo pravih; postoji beskona¢no mnogo ravni koje sadrze neku
zadatu pravu u prostoru; ako prava i ravan imaju vise od jedne zajedniCke tacke, onda
imaju beskona¢no mnogo zajedni¢kih taCaka; za svaku tacku i svaku ravan postoji
bekona¢no mnogo ravni koje sadrze datu tacku i normalne su na datu ravan; ako je prava
normalna na ravan, onda postoji beskonacno mnogo ravni koje sadrze tu pravu i normalne
su na datu ravan... Svaka duz takode ima beskona¢no mnogo tacaka i moze beskona¢no
mnogo puta da se nanese na proizvoljnu pravu. Jos neki beskonacni objekti koji se uce su
ugaona linija i ugao. Treba razlikovati ugaonu od izlomljene linije. Krake ugla, kako su to
poluprave, mozemo proizvoljno produzavati. Analogno uglu u ravni, u prostoru definis§emo
diedar, a spominju se jos dve neogranic¢ene povrsi: cilindri¢na i konusna. Na beskona¢nost
nailazimo i pri obradi osne simetrije — naime, postoje figure koje imaju beskona¢no mnogo
osa simetrije (to su kruznica i krug). Pri obradi kruga ucenici nauce da krugu/kruznici
moze da se nacrta viSe poluprec¢nika. Na ovom mestu bilo bi dobro usmeriti ih da zakljuce
da ih zapravo ima beskona¢no mnogo, najbolje koriS¢enjem tehnicke podrske. Slican
predlog kada je potrebno odrediti tacke koje pripadaju/ne pripadaju nekoj geometrijskoj
figuri. Obraduju se i pojmovi centralnog i periferijskog ugla. Proizvoljnom luku kruZnice
odgovara jedan centralni i beskona¢no mnogo periferijskih uglova. Prilikom izvodenja
formule za obim kruga, primeéeno je da Sto vise stranica ima pravilan mnogougao upisan u
neki krug, on sve vise podseca na taj krug. Samim tim, i obimi tih mnogouglova se sve
manje razlikuju od obima kruga, odnosno, u grani¢nom slucaju, kada bismo pustili da broj
stranica mnogougla tezi beskonacnosti, dobili bismo upravo obim odgovarajuée opisane
kruznice. Na ovaj nacin dobijen je novi iracionalni broj — 7z, Koji predstavlja odnos obima i

pre¢nika svakog kruga i ¢iji zapis je, kao $to znamo, beskonacan neperiodic¢an.
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— MERENJE
U oblasti merenje predvidena je sposobnost procenjivanja i zaokrugljivanja datih podataka.
Ucenici treba da savladaju pravila zaokruzivanja decimalnih brojeva. Tu se, kao primer
aktualne beskonacnosti, javlja jedno posebno pravilo kod brojeva Ciji se zapisi zavrSavaju
sa beskona¢no mnogo devetki, npr: 0,999 ... = 1; 1,6999 ... = 1,7; 34,02999 ... = 34,03.
Ovo se moze povezati i potkrepiti korisS¢enjem poznatog nacina prevodenja decimalnog

broja u razlomak, iz oblasti ,,Brojevi i operacije sa njima“.

— OBRADA PODATAKA
Kao §to mozemo da odredimo poloZaj tacke na brojevnoj pravoj, polozaj bilo koje tacke u
ravni odredujemo pomocu pravouglog koordinatnog sistema. To je unija dve brojevne

prave koje su medusobno normalne — dakle, ima dve beskonacne dimenzije.

Intelektualni razvoj dece u nizim razredima osnovne $kole je u stadijumu konkretnih
operacija (Pijaze), te je i nastava matematike umnogome ograni¢ena na posmatranje nekog
specijalnog, kona¢nog skupa objekata. Tako se npr. prilikom odredivanja §ta je najmanje,
najduze, najvise, najsire i sl., uenik ograniava na sliku, ucionicu, razred itd. Sli¢na je
situacija sa brojevima, gde se u primerima i zadacima podrazumeva rad sa do tada
naucenim brojevima, ¢ak i kada to nije naglaSeno. Ipak, pojam beskonaénosti se implicitno
javlja pocevsi ve¢ od prvog razreda, sto ¢emo videti u nastavku. U viSim razredima,
beskonacnost se javlja mnogo Cesce, kako implicitno, tako i1 eksplicitno. Na mnogim
mestima u udzbenicima mozemo da naidemo na re¢ beskona¢no, medutim, sam pojam se
detaljnije ne obraduje niti objasnjava. Shodno tome, postavlja se pitanje u kom uzrastu su

ucenici u mogucnosti usvoje pojam beskonacnosti.

U 20. veku, $vajcarski psiholog Zan PijaZe je razvio teoriju o razvoju dedjeg
misljenja. Pijazeova shvatanja o stadijumima u intelektualnom razvoju oblikovala su
mnoge smernice za obrazovnu praksu. Prema Pijazeu, deca pre sedme godine spoznaju
svet kroz opazaje i prakti¢ne aktivnosti i u¢e kroz igru, ali imaju problema sa logikom i
uzimaju tacku gledista drugih ljudi. Od sedme do jedanaeste godine traje faza konkretnih
operacija. U ovoj fazi pojavljuje se logicka misao, ali se deca jo§ uvek bore sa apstraktnim
i teorijskim misljenjem. Faza formalnih operacija traje od dvanaeste do Sestnaeste godine.
U ovoj fazi deca postaju mnogo vestija i razvija se apstraktna misao i dedukcija. Prelazi se
sa pojedinacnog na opste, sa konkretnog na apstraktno. Dakle, deca postaju sposobna za

razumevanje i usvajanje pojma beskonacnosti u viS§im razredima osnovne $kole, pa sve do
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polaska u srednju $kolu. To ne znaci da u ranijim godinama Skolovanja treba izbegavati
svaki vid ovog koncepta, naprotiv, paznju i razmi$ljanje ucenika od pocetka treba
usmeravati, kako bi kasnije lakSe savladali mnoge apstraktne pojmove, pa tako i pojam

beskonacnosti.
Analiza udzbenika

[I] Masa i Rasa, Matematika 1, Udzbenik za prvi razred osnovne $kole,
Cetvrto izdanje (Autori: dr Branislav Popovi¢, dr Nenad Vulovi¢, Petar Anokié, Mirjana

Kandi¢; Izdavac: ,Klett* d.o.o, Beograd; Godina izdavanja: 2017.)

U tre¢em poglavlju udzbenika (str. 44, [I]) uveden je pojam brojevne prave — kako ucenici
do tada jo$ nisu upoznati sa pravom, kao prave linije na kojoj su tacke oznacene brojevima
koji se nalaze na medusobno jednakom rastojanju. lako znamo da je prava objekat

beskonac¢nih dimenzija, u 0vom momentu Se ué¢enicima ta osobina ne spominje.

Na 51. stranici udzbenika [I] u lekciji Prethodnici i sledbenici broja prvi put uo¢avamo

nesto $to ,,ide u beskona¢nost®. Oznaceno je sa tri tacke ,, ... ““ (slika 8).

2. Koju b6pojesw cy marbut o 67 Youm Ha 6pojeBHOj npasoj 6pojese sehe og 6.

| | | | | | |
T 1 1 ! 1 | 1 1 Il i

|
1

6 7 8 9 10
{

Csu 6pojeBn Mmamu o gator 6poja cy Csu 6pojesu Behu og gator 6poja
tberosu MPETXOA4HULN. cy werosu CJIEABEHULN.
MpeTxogHuum 6poja6cy 5,4, 3, 2n 1. Cnepbernum 6poja6cy 7,8,9,10,..

Slika 8: Prethodnici i sledbenici broja (str. 51, [I])

Dakle, prvi neposredni susret ucenika sa beskonatnoSéu u nastavi matematike
predstavljaju upravo tri tackice. Slicno kao kod sledbenika, na 64. stranici istog udzbenika,
javljaju se brojevi ,,ve¢i od* nekog broja, gde nam ponovo tri tackice ukazuju ne to da od

broja postoji beskona¢no mnogo veéih (slika 9).
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bpojeBn marbm op 14 ¢y 0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10, 11,121 13.
bpojesn Behnog 14 cy 15,16, 17,18, 19, 20, ...

0123 456 7 8 91011121314151617 18 19 20
Mam ¥ 6pojeBu Behun 6pojesu

Slika 9: Brojevi manji i veci od datog broja (str. 64, [1])

(13

I kasnije tokom skolovanja koristimo ,, ... da obelezimo da se neSto nastavlja u
nedogled, tj. u beskona¢nost. Medutim, ovu oznaku koristimo i na drugi nacin, recimo
kada izostavljamo konadan broj elemenata nekog skupa (npr. A ={1,2,3,...,100}), sto

veoma lako moze dovesti do zabune kod uéenika.

jeaHouundpeHn 6pojesn AsoundpeHn 6pojesu
1,2,3,4,.5,6,7,8,9 10,11, 12,13, 14, 150

Slika 10: Upotreba tri ta¢kice umesto kona¢no mnogo brojeva (str. 62, [1])

Na slikama 8 i 9 videli smo primere iz udzbenika [I] u kojima je sa tri tackice oznaceno
nesto $to ide u beskonacnost. Poslednja slika (slika 10) prikazuje primer iz istog
udzbenika, u kom je taj simbol iskoriS¢en za oznaCavanje nastavka nabrajanja dvocifrenih
brojeva, kojih, kao $to znamo, ima kona¢no mnogo. Kako su do tog momenta nauceni
samo brojevi do 20, ¢ak nije zapisan ni poslednji dvocifreni broj, koji bi mogao da
nagovesti da ¢e se ovo nabrajanje u jednom momentu zavrsiti. Ovakvo koriS¢enje iste
oznake u razli¢itom smislu moze biti izuzetno zbunjujuée za ucenike koji tek treba da

usvoje pojmove.

[I1] Masa i Rasa, Matematika 2, UdZbenik za drugi razred osnovne $Kkole,
Cetvrto izdanje (Autori: dr Branislav Popovi¢, dr Nenad Vulovi¢, Petar Anoki¢, Mirjana

Kandi¢; Izdavac: ,Klett” d.o.o, Beograd; Godina izdavanja: 2015.)

U drugom razredu u geometriju se uvode pojmovi poluprave i prave — pravih linija koje se

proizvoljno (tj. beskona¢no) mogu produziti na jednu ili obe strane (prikazano na slikama
11i12).
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Mocmatpaj cnnky.

PakeTa Kpehe 13 noueTHOr nonoxaja.
lpaBau KpeTama (neta) pakerte
npeacTaB/bamo MPaBoM JINHWjOM

Ca jeIHOM KpajHbOM TauyKOM.

TakBe npaBe NHuWje cy nonynpase.

Slika 11: Uvodenje pojma poluprave (str. 13, [11])

[lo capa cMo yunnu aBe BpCTe NpaBux MHKja:
« Ay (MMajy Kpajrbe Tauke Ha 0be cTpaHe) u -

- nonynpase (MMajy NoOYeTHY Tauky). e
MpaBa nuHwnja 6e3 KpajeBa je npa.a. / 2
MpaBe npeacTaB/baMo NMMHKjaMa (LpTama) Koje ce mory »
npoay»1Tn Ha obe cTpaHe. Ha cnvum je nprKkasaHa npasa p
1 Tauka A Koja joj npunaaa 1 Tauka B Koja joj He npvnapa.

Slika 12: Uvodenje pojma prave (str. 13, [I1])

Posmatrano iz ugla uéenika, na 13. strani istog udZbenika, izdvaja se jedan izuzetno lo$

primer poluprave (slika 13):

1. Urpaun dypbanckor Tma 11 nyTa cy wytrpanu | a i
Ha ron NPoTMBHKKa. CBaKK LWYT NpUKasaH je _ l
nosynpasom U TO: S | l
* UPBEHOM, aKO je NOCTUrHYT ron, / \ |
+ 3e/IeHOM, aKo je ronmaH ogbpaHuno un i @_ | :
« )KYTOM, aKO je rosi npomalleH (Bnam cyimky). L \ J ]

Konvko ronosa je nocTurHyTo?
Konuko je 6uno ogbpareHux wyTtesa?

Slika 13: Los primer poluprave (str. 13, [11])

Naime, dete iz iskustva zna da ¢e svaka lopta koju Sutne u jednom momentu da se
zaustavi... To §to je lopta upucena ka golu, ne znaci da ¢e do njega da stigne, pa bi tako

bilo prikladnije Suteve prikazivati duZima, a ne polupravama.

Sto se ti¢e aritmetike, pri u¢enju mnoZenja (str. 37-61, [I1]) na vise mesta javlja se nalog

tipa ,,Nastavi zapoceti niz** (slika 14). Radi se o brojnim nizovima ¢iji su ¢lanovi umnosci
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nekog broja, a koji su, kao §to znamo, beskonacni. Kao u prvom razredu, to je oznaceno

pomocu ,, ... “, a oznaka, kao ni tada, nije obrazloZena.
ﬁl 1. HactaBun 3anoyeT Hu3. a) 5, 10;-1 55 6) 50, 45, 40,....

Slika 14: Primer naloga sa nizovima (str. 45, [I1])

[111] Masa i Rasa, Matematika 3, UdZbenik za treéi razred osnovne $kole, Sesto
izdanje (Autori: dr Branislav Popovi¢, dr Nenad Vulovi¢, Petar Anoki¢, Mirjana Kandi¢;

Izdavac: ,Klett” d.o.o, Beograd; Godina izdavanja: 2018.)

U treCem razredu obraduju se, izmedu ostalog, nejednaéine (str. 92-93, [Il1]). Kao Sto
znamo, skup reSenja nejednacine x > a je beskona¢an. Na ovom mestu se javljaju primeri
u kojima je dat skup reSenja u preseku sa nauc¢enim brojevima (slika 15), ali i oni u kojima
tri tatke nagovestavaju da ispisivanje istog nema kraja (slika 16), te ponovo nailazimo na

koriS¢enje tri tackice i kod konac¢nih i beskona¢nih skupova brojeva.

1. pounTaj HejeaHaunHe 1 ogrosapajyhe ckynose peluetba gate y Tabenu.

Hejeanaunna CKyn pewerba HejegHaunHe

x<16 | xe{0,1,2,3,4,56,7,89,10,11,12,13, 14, 15}

x>402 | x € {403, 404, 405, 406, ., 999, 1000}
x>198 | x e {199,200,..,999,1000}

x<873 |x€{0,1,2,3,.,871,872}

Slika 15: Skup reSenja nejednacine dat u preseku sa skupom naucenih brojeva (str. 92, [111])

3. Oppeau ckyn peluera HejegHaurHe 4 + x > 7. Mornepaj Tabeny.
B o [ 1 | 2 3 [ gt 5o diie il

; |
0 U ‘ | ' | |
e <+ | 5 | 6 | 7 | 8 ] 9 | 10] 11 {72

Slika 16: Beskona¢no mnogo reSenja nejednacine (str. 92, [111])

Sto se tiGe geometrije, re¢eno je da se u krugu moZe nacrtati vise polupreénika, ali nije
nagoveSteno koliki je taj broj (str. 19, [llI]). Pored toga, iako znamo da
krug/trougao/Cetvorougao imaju beskona¢no mnogo tacaka koje im pripadaju, u ovom
uzrastu se ograni¢avamo na ta¢no odreden (nacrtan) broj istih (str. 77 i 81, [111]). Dakle, u

okviru ovih sadrZaja u udzbeniku se ne nagovestava prisustvo pojma beskona¢nosti.

30



[IV] Masa i Rasa, Matematika 4, UdZbenik za Cetvrti razred osnovne $kole,
Peto izdanje (Autori: dr Branislav Popovi¢, dr Nenad Vulovi¢, Marina Jovanovi¢, Andelka

Nikoli¢; Izdavac: ,Klett* d.o.o, Beograd; Godina izdavanja: 2018.)

U udzbeniku za Cetvrti razred prvi put konkretno nailazimo na re¢ beskonacno. Re¢ je
naravno o uvodenju skupa prirodnih brojeva (str. 19, [IV]). Iako su se ucenici i ranije
susretali sa tri tackice na kraju nekog niza, tek se na ovom mestu donekle objasnjava
njihovo znacenje. Vazni zakljucci, koje bi trebalo da izvedu kroz obradu ovog gradiva, jesu
da ne postoji najveci prirodan broj (slika 17) i da, samim tim, prirodnih brojeva ima

beskona¢no mnogo (slika 18).

Hajmatbu 6poj y 0BOM HU3y je 6poj 1. Xajae aa oapeanmo Hajsehu 6poj oBor HU3a.

. - Hucn y npasy! la nu
laajechin Gpaffe 3Hall WTa O3HayaBajy
S 1000 000 001. -
4 Tpw Tauke r3a 6poja Koju
!/ U pekao?
7=
aa

Tpu Tauke u3a nocnegrer HanucaHor 6poja 03HauyaBajy Aa ce 0Baj HI3 npopy»<asa cse JOK MMa
6pojesa koju cy Behu op mera.
080 3Haun ga HE NOCTOJU HAJBERMU NMPUPOAHU BPOJ.

Slika 17: Nepostojanje najveceg prirodnog broja (str. 19, [1V])

Anvi 3a cBaku 6poj AKO He 3HaMm Koju je
KOj1 KaxeM Mory fa Hajsehin npupoaHu 6poj,
& Hahem Heku Befn of Kako oHfja Aa n3bpojum
g\)‘# weral KOJIMKO Ma NPUPOgHNX
V. 6pojesa?

AKo He 3HaLw Koju je Hajsehi NPUPOAHY 6POj, He MOXeLl HU OfIPEAUTI KOSIMKO X
“ma 1 3a1o Kaxkemo aa MPUPOAHUX BPOJEBA MMA BECKOHAYHO MHOTIO.

Slika 18: Beskonac¢nost prirodnih brojeva (str. 19, [IV])
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Nlo6bpo ynamtu! beckoHauHo
MHOrO 3HauM ja Ma KOJIMKO Ayro
6pojao/na unaHoBe HEKOT HU13a,
HuMKaga nx Hehew n3bpojatu cBe.

Slika 19: Objasnjenje ,,beskonaénosti niza* (str. 19, [1V])

U tekstu se pominje re¢ niz i ¢lanovi niza, dosta teski i apstraktni pojmovi. Oni nisu
prethodno definisani niti intuitivno uvedeni. Niz je preslikavanje skupa prirodnih brojeva,

a skup prirodnih brojeva je uveden preko niza prirodnih brojeva, sto je veoma konfuzno.

U okviru iste jedinice data je i definicija brojevne prave (str. 21, [IV], slika 20), razli¢ita od
one naucene u prvom razredu — to je prava na kojoj su predstavljeni prirodni brojevi, dakle,

objekat beskona¢ne dimenzije.

AKO HaCTaBUMO Aa 13a Tauke A HAaHOCKMO jeUHNYHY Ay, Ao6ujamo HoBe Tauke B, C, D, E, ...
Hyx OB je pBa nyTa gyxa of ayxun OA na hemo Taukm B npugpyxuti 6poj 2. Kako je ayx OC
Tpw nyTa ay»a of Ayu OA, Taukn C npuapyxuhemo 6poj 3, uta.
C D

3 4

\

o eO
— >
N e
Niem

Ha oBaj HaumH go6UNK cMo NpaBy Ha Kojoj Cy NpeAcTaB/beHV NPUPOAHM 6pojeBn 1 Ha3mBamo je
BPOJEBHA NPABA.

Slika 20: Brojevna prava (str. 21, [1V])

Kao u udzbeniku za tre¢i razred, i ovde se javljaju beskonacni skupovi kao reSenja

nejednacina (sa sabiranjem, oduzimanjem, mnozenjem).

Na 91. strani [IV], nalazi se zanimljiva pri¢a o Fibona¢ijevim brojevima — beskona¢nom

nizu brojeva ¢ija su prva dva ¢lana jedinice, a svaki sledeci je jednak zbiru prethodna dva.

Pred kraj, pri obradi teme Jednakost razlomaka, nailazimo na moguénost razli¢itog
predstavljanja istog razlomka, gde se moze izvesti zaklju¢ak da se svaki razlomak moze

zapisati na beskona¢no mnogo nacina (slika 21).

32



v
\z

Slika 21: Razli¢ito predstavljanje razlomka (str. 107, [IV])

1 4
2 8

Poslednje pojavljivanje beskonac¢nosti u navedenom udzbeniku za Cetvrti razred nalazimo
na strani 111, pri obnavljaju znanja o brojevnoj pravoj i povezivanju istog sa
novonau¢enim gradivom o razlomcima. Re¢ je o nanoSenju date duzi na datu pravu, $to

mozemo da u¢inimo proizvoljan broj puta (pa i beskonatno mnogo).

[V] Matematika 5, Udzbenik za peti razred osnovne $kole, Prvo izdanje (Autori:
dr Nebojsa Ikodinovi¢, mr Sladana Dimitrijevi¢, Sanja Milojevi¢, Nenad Vulovi¢; Izdavac:

,,Klett* d.o.o, Beograd; Godina izdavanja: 2008.)
Na 27. strani udzbenika [V] uvode se osnovni geometrijski pojmovi: tacka, prava i ravan.

Ucenici se prvi put upoznaju sa relacijom ,,biti izmedu®, koja izrazava raspored tacaka na

pravoj. Dve veoma znacajne osobine su:

=
3a cBake ABe NPON3BOJbHO N3abpaHe pa3nuuunTe Tauke jeaHe Nnpase NOCTOjU Tayka Te npase

Koja je namehy mwunx.

\

3a cBake Be NPOM3BOJbHO U3abpaHe pasnuuyuTe Tauke jeaHe Npase, 03Ha4YMMo nx ca A n B,
nocToju n Heka Tauyka C Te npaBe TakBa Aa je A - B - C, Kao n HeKa Tauyka D TakBa fla je D - A - B.

Slika 22: Osobine tac¢aka prave (str. 30, [V])

One nam pokazuju da prava sadrzi beskonacno mnogo tacaka, kako i glasi naslov lekcije
na strani 29. Jo§ jedno vazno tvrdenje je da dve tacke odreduju jedinstvenu pravu, tj. da
postoji samo jedna prava koja sadrzi dve zadate tacke. Tada se u udzbeniku postavlja

pitanje koliko ima pravih koje sadrZe jednu zadatu tacku. Odgovor je ,,beskonacno mnogo*
(slika 23).
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OAroBop Ha NPBO NUTakbe jecTe — 6@CKOHAYHO MHOTO.

MokylwajTe 1 camu Aa HaupTaTe HEKONMKO MPaBux Koje
nposase Kpo3 NCTY TauKy. T

Slika 23: Broj pravih kroz jednu ta¢ku (str. 31, [V])

Nakon toga, u udzbeniku postoji lekcija pod naslovom ,,Ravan sadrzi beskonacan broj
tacaka “, u kojoj se obraduju odnosi pripadanja tacke i1 prave ravni, ali se nigde, osim u
naslovu, ne spominje ova osobina ravni. Sto se ti¢e iste osobine kod duzi, ,,uvodi se” na
slede¢i nacin:

4. lyx oppeheHa Taukama A 1 B uma 6eckoHauyHo Ay AB

MHOTI0O Ta4akKa. A B

3HAM OBO JE HOBO 3A MEHE
Slika 24: Duz sadrzi beskona¢no mnogo tac¢aka (str. 37, [V])

U nastavku obrade ove oblasti, javlja se npr. zadatak: ,,Nacrtaj ¢etvorougao i pravu tako da
imaju beskona¢no mnogo zajednickih tacaka® (str. 47, [V]), gde se od ucenika oéekuje da
primene prethodno nauceno znanje i zakljuce da presek Cetvorougla i prave mora da bude

duz, tj. stranica Cetvorougla.

Jo§ neki beskonacni objekti su ugaona linija (unija dve poluprave sa zajednickom
pocetnom tackom) i ugao (unija ugaone linije i skupa tacaka ravni koje su sa iste strane
ugaone linije). Njihova beskonaénost se podrazumeva direktno po definiciji, jer
predstavljaju uniju beskona¢nih objekata. Da se ugaona linija moZe beskonacno

produZzavati, oznaceno je na slede¢i nacin:
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Slika 25: Ugaona linija (str. 80, [V])

Poslednja oblast u udzbeniku je Osna simetrija, u kojoj je, bez ikakvog objasnjenja,

navedeno sledece:

% KPY»KHULA 1 KPYT Cy OCHOCUMETpUUHe duUrype u umajy 6ecKoHauHo MHOro 0ca cumeTpuje. )

Slika 26: Broj osnih simetrija kruga i kruznice (str. 178, [V])

Sto se tie teorije brojeva, na stranama 56 i 57 udzbenika [V], obraduju se pojmovi delioca

1 sadrzaoca nekog broja.

Ckyn cBux genunaua 6uno Kor 6poja nma KoHauaH 6poj enemeHara, AOK je CKyn CBUX cagpanaua
6eckoHauaH.

Slika 27: Beskona¢nost skupa sadrzalaca broja (str. 57, [V])

Dalje, na strani 75 istog udzbenika, ucenici se upoznaju sa zajednickim sadrzaocima i

najmanjim zajedni¢kim sadrzaocem brojeva.

Mpvmehyjemo fa ckyn cBux cagpkanaua 6poja 3 Huje KOHauaH, jep Cy TO CBM NPUPOAHK
6pojeBun obnuka 3 - k (ke N). Takohe 1 ckyn cBux cagpkanaua 6poja 4 Huje KoHauaH, jep cy To
CBY NPUPOAHN 6pojeBn obnnka 4 - k (ke N). CaMum TM, HY CKyN CBUX 3ajeiHUYKMX cafparala
6pojeBa 3 1 4 HUje KoHauaH. M3 ckyna 3ajejHNYKIUX CafpKasiaLa MOXXeMO U3LBOJUTW HajMatbn Of
cBuX, 6poj 12, n To hie 61TV HajmarbK 3ajeAHNUKUX cappxKanal 6pojesa 3 1 4.

Slika 28: Beskona¢nost skupa zajednickih sadrZalaca brojeva (str. 75, [V])

Nacin unapredenja ove nastavne jedinice dat je u poglavlju ,,Predlog nastavnih aktivnosti‘.

U petom razredu uvode se i pojmovi prostog i slozenog broja (str. 67, [V]). | jednih i
drugih ima beskona¢no mnogo, §to je nagovesSteno koris¢enjem tri tacke (slika 29), ali

nigde navedeno.
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Mpoctn 6pojeBn cy: 2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, ...
CnoxeHwn 6bpojeBn cy: 4,6, 8,9,10, 12,14, 15, 16, 18, 20, 21, ...

Slika 29: Prosti i sloZeni brojevi, nabrajanje (str. 67, [V])

Na kraju ove oblasti, pod pitanjima bez odgovora (str. 78, [V]) navedeni su tzv.
,prijateljski brojevi“ — parovi brojeva kod kojih svaki broj predstavlja zbir pravih delilaca
onog drugog broja. Jedno od nereSenih pitanja je: da li ovakvih parova ima konacno ili

beskona¢no mnogo?

U prethodno obradenom udZbeniku za cetvrti razred navedeno je da jednom razlomku
moze da odgovara vise zapisa. Kada u petom razredu nauce prosirivanje razlomaka (slika

30), ucenici mogu samostalno da zakljuce da tih zapisa ima beskona¢no mnogo.

E Kapa 6pojunay n umeHuna, HeKor pasfiomka 8w i\/ Oy_ gﬁu
MOMHOXMMO UCTUM NpupoaHUM 6pojemn > 1 b Bun ), \\ s &
_ KaXXeMO fja CMO NpOoLUMPWK Taj pa3niomak 6pojem n. \ L.

Slika 30: Prosirivanje razlomka prirodnim brojem (str. 115, [V])

Na 128. strani [V], u okviru lekcije Decimalni zapis razlomka, prvi put se javlja broj sa

beskona¢no mnogo decimala (slika 31).

noctynak. Buguw ga ctanHo go6ujaw octatak 1, na he ce n
unépa 3 cTanHo NoHaB/baTH (6eCKOHaYHO NyTa).

A arm=13%3,
3

Slika 31: Broj sa beskona¢no decimala (str. 128, [V])

Detaljnije o periodi¢nim beskonacnim decimalnim brojevima i kako se prevode u razlomke

mozemo videti na strani 166 udzbenika [V]. U ovim lekcijama interesantno bi bilo provuéi
pitanje jednakosti brojeva 0,999... i 1, koristeci se ili decimalnim zapisom razlomka % ili

zapisom broja 0,999 ... kao razlomka.

Na stranama 147-150 u [V], pokazano je kako se prikazuju reSenja nejedna¢ina na

brojevnoj polupravoj (slika 32). Posto iste resavamo u skupu pozitivnih racionalnih brojeva
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(razlomaka), one imaju beskona¢no mnogo reSenja, Koja se ne mogu nabrojati, ve¢ se

predstavljaju crtanjem (ogranicenih ili neogranic¢enih) intervala na sledeé¢i nacin:

x<a x>a x<a xX>a

y «
| M A, > | W//,

0 a 0 a 0 a 0 a

Slika 32: Predstavljanje reSenja nejednacina na brojevnoj popolupravoj (str. 148, [V])

Kada uvedemo pojam aritmeticke sredine (strana 167, [V]), uéenici nauce da se izmedu
. . . . . a+b . : y .
svaka dva broja a i b nalazi novi broj aT Koriste¢i ovu osobinu, moZzemo da im

nagovestimo da izmedu svaka dva broja postoji beskona¢no mnogo brojeva, kao i da
povezemo znanje sa brojevnom (polu)pravom i osobinom da na (polu)pravoj postoji

beskona¢no mnogo tacaka.

[VI] Matematika 6, UdZzbenik za Sesti razred osmovne Skole, Prvo izdanje
(Autori: dr Nebojsa Ikodinovi¢, mr Sladana Dimitrijevi¢; Izdavac: ,Klett™ d.o.o, Beograd;

Godina izdavanja: 2008.)

U Sestom razredu upoznajemo ucenike sa beskona¢nim skupovima celih (str. 8, [VI]) |

racionalnih brojeva (str. 88, [VI]), sto mozemo videti na slikama 33 i 34.

@ CKyn Koju YuHe no3nuTUBHM Lenm 6pojesu, Hyna 1 HeraTUBHY Lieny 6pojeBr Ha3MBaMO CKYNoMm
uenux 6pojeBa 1 o3HayaBamo ca Z.
Z=Z U{ojuz'={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,..} ={0, 1, £2, +3, ...}

Slika 33: Skup celih brojeva (str. 8, [VI])

@ YHujy cKynoBa no3uTtneHux Q*, Hyne {0} n HeraTMBHUX pauynoHanHux 6pojesa Q~ Ha3MBamo
CKyrnoM pauuoHanHux 6pojeBa n o3HayaBamo ca Q.

M

CBaku pauuHanaH 6poj je KONMYHKUK ABa Lena 6poja, To jectQ = {% |p,qeZ,q= 0}. 5

Slika 34: Skup racionalnih brojeva (str. 88, [VI])

Resavaju se nejednacine u skupu celih (str. 25, [VI], slika 35) i racionalnih brojeva (str.
102, [V1], slika 36).
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G,

~$ﬂ' CKyn peluetba HejejHauUMHa ca cabriparbem 1 0Ay3rMatbeM y CKyny Lenux 6pojesa yBek noctoju ,
| uma 6eCKOHaYHO uYaHoBa. x

Slika 35: Skup resenja nejednacina u Z (str. 25, [VI])

'ml CKyn peLuetba HejeiHAuMHA Y KOjUMa je Herno3HaT cabrpak, ymatbeHUK Uiv ymarbunal, y ckyny
U paumoHanHux 6pojeBa je HenpasaH 1 uMa 6ecKOHaYHO MHOTO eflemMeHara.

Slika 36: Skup resenja nejednacina u Q (str. 102, [VI])

Analogno decimalnom zapisu razlomaka nau¢enom u prethodnom razredu, na 93. strani
ovog udzbenika uvodi se decimalni zapis racionalnih brojeva (pod razlomcima
podrazumevamo samo pozitivne racionalne brojeve!), gde se ponovo srecemo sa
periodi¢nim decimalnim zapisom, tj. onim kod kog se neka cifra ili grupa cifara ponavlja

beskona¢no mnogo puta.

[VII] Matematika 7, UdZzbenik za sedmi razred osnovne $kole, Sedmo izdanje
(Autori: dr Nebojsa Ikodinovi¢, mr Sladana Dimitrijevi¢; Izdavac: ,Klett™ d.o.o, Beograd;

Godina izdavanja: 2015.)

Na samom pocetku sedmog razreda, obraduju se realni brojevi. Da bi ucenici razumeli
potrebu za uvodenjem ovog skupa brojeva, dat je zadatak da se odredi dijagonala kvadrata
stranice 1, gde je ucenicima nakon odredivanja nekoliko decimala nagovesteno da se taj

postupak nikad necée zavrsiti, tj. da nikada ne¢emo uspeti ta¢no da odredimo d (slika 37).

1,414<d< 1,415 1,999396 < d” < 2,002225
1,4142 < d < 1,4143 1,99996164 < d* < 2,00024449
1,41421<d < 1,41422 1,9999899241< d’ < 2,0000182084
1,414213<d< 1,414214 1,999998409369 < d’ < 2,000001237796

1,4142135<d < 1,4142136 1,99999982358225 < d” < 2,00000010642496

Slika 37: PribliZne vrednosti za dijagonalu jedini¢nog kvadrata (str. 7, [VI1])

Dakle, za razliku od racionalnih brojeva, decimalni zapis iracionalnog broja ne mozemo

nikada ,,do kraja“ napisati niti oznaciti (Slika 38).
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@ JeunmanHu 3anuc npaymoHanHux 6pojesa je 6ecKoHauyaH v H1je NepuoanYaH.

~

Slika 38: Osobina iracionalnih brojeva (str. 17, [VII]).

Znamo da su dva realna broja jednaka ako im odgovaraju isti decimalni zapisi. Jedini
izuzetak Cine zapisi koji se zavrSavaju sa beskona¢no mnogo devetki, npr: 0,999 ... =1,
1,6999 ... = 1,7; 34,02999 ... = 34,03. U primeru 1 na strani 17 udzbenika [VII] (slika
39) dat je jedan od argumenata za jednakost 0,999 ... = 1.

Mpumep 1. lokaxxumo aa je 0,999...=0,(9) = 1.
Heka je x=0,(9). Taga je 10x=9,(9) na je 10x - x =9,(9) - 0,(9), ogHocHO 9x = 9. lakne, x = 1.

Slika 39: Jednakost brojeva 0,999... i 1 (str. 17, [VII])

Zatim, uvodi se realna brojevna prava (str. 15, [VI1I]). Ranije, pri predstavljanju prirodnih,
celih 1 racionalnih brojeva na brojevnoj pravoj, svakom broju dodeljivali smo ta¢no jednu

tacku te prave. Sada, osim toga, 1 svakoj tacki brojevne prave mozemo da dodelimo bro;j.

Pojavljuje se problem konstrukcije npr. tacke T(v/3). PredloZen je postupak deljenja

intervala za koji smo ustanovili da sadrzi v/3 na 10 jednakih delova i odabir onog u kom je
sadrzan ovaj broj (str.16, [VII]).

AKo 61CMO HacTaBUIM Aa MOHAB/baMo OBaj NOCTyNakK, gobmjany bucmo nHtepsane (1,732, 1,733),
(1,7320, 1,7321), ( 1,73205, 1,73206) 1 TaKko aarbe, Koju cBU caape Tauky T(v/3) u o Kojux je
cBaku cnepgehu cagpkaH y NpeTxogHoM (MHTepBanu cy cBe Marbe ay»KuHe). Kaga 6ucmo oBaj
nocTynak NoOHOBWUIN 6eCKOHAYHO MyTa, jeiuHa 3ajeiHNYKa Tauka 3a cBe gobujeHe NHTepBasne 6y
6vna Tauka T(v/3). 3acag Ty TauKy He MOXXeMO TauHO Aa OAPEAVMO, ani MOXKEMO a OAPeANMO
NPOW3BO/bHO Manu UHTEPBAJST KOjU je cafipXu.

Slika 40: Nemoguénost konstrukceije v/3 (str. 16, [VI1I])

Pravougli koordinatni sistem uveden je pomoc¢u 2 normalne brojevne prave (str. 102,
[VI]), za koje se podrazumeva da znamo da su beskonaéne dimenzije, te se induktivno

zaklju€uje i da je koordinatni sistem beskonacan, tj. da pokriva celu ravan.

Kod obrade centralnog i periferijskog ugla kruga, re¢eno je da su svi periferijski uglovi nad
istim lukom medusobno podudarni (slika 41), ali ne i koliko takvih uglova ima, §to bi

svakako bilo dobro makar nagovestiti ucenicima.
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S APB =4 APB= 4 APB= 4 APB= < AP.B = ; % AOB

AKO Ha nyky oapehenom Taukama A n B, kome npunajiajy
rauke P, P, P, P, P, npon3sosbHO nsabepeis HoBy Tauky
P, nobuhew nepudepnjckn < APB jeiHak cBakom of
HaLpTaHmX,

Slika 41: Periferijski uglovi nad istim lukom (str. 124, [VI1I])

Za izracunavanje obima kruga ucenici se upoznaju sa novim iracionalnim brojem.

= 3,1415926535897932384626433832795...

Slika 42: Prvih 31 decimala broja ,,pi* (str. 132, [VI1I1])

Na strani 134 udzbenika [VII], dat je prikaz ¢injenice na kojoj se zasniva odredivanje
obima kruga: $to viSe stranica ima pravilan mnogougao upisan u neki krug, on sve viSe

podseca na odgovarajucu kruznicu.

Slika 43: Krug i upisan mnogougao (str. 134, [VII])

Pored ovog prikaza, raunati su odnosi obima mnogougla i pre¢nika kruga u koji je upisan,
gde se takode moze primetiti da je, sa poveCanjem broja stranica, ovaj odnos sve blizi

broju ,,pi*.
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[VIII] Matematika 8, Udzbenik za osmi razred osnovne $kole, Prvo izdanje
(Autori: dr Nebojsa Ikodinovi¢, mr Sladana Dimitrijevi¢; Izdavac: ,Klett” d.o.o, Beograd,;
Godina izdavanja: 2010.)

U osmom razredu podseéamo se poznatih i u¢imo nove osobine i odnose osnovnih

geometrijskih objekata:

MNpaBa cappxun 6eckoHayHO MHOTO Tayaka. Vi3mehy cBake ABe pa3nnunTe Tauke Heke
npase (Ma KONMKo oHe Bune 6nncke) Moxe ce n3abpatn HoBa Tauka Te npase. [1paBa
je HeorpaHuyeHa ca obe cTpaHe, Na teH rpaduUKK NPrKas MoOXKemMmo HeorpaHUYeHo
npopy»aBaTtu ca obe cTpaHe.

PaBaH cagpun 6€CKOHaYHO MHOrO Tauaka. ,PaBaH je HeorpaHuyeHa y CBUM NpaBLUmmMa.”

Y CBaKoj paBHM NOCTOj1 6ECKOHAYHO MHOIO NPaBUX.

Takohe, NocToju 6eCKOHaYHO MHOTO PaBHM KOje cafipXe HeKy
3afaTty npasy y NpocTopy.

AKO je ocum npaBe 3ajaTa joLl camo jefiHa Tauka Koja joj He
npunaga, oHha NoCToju TauyHO jefjHa paBaH Koja cafpu Ty npaBy
1 3agaTy Tauky. OBy umrbeHULYy n3paxaBamo 1 Ha cneaehu
HauMH: NpaBa 1 Tauka BaH he oapehyjy jeAMHCTBEHY paBaH.

MpeTxoAHO TBphEebe He Baxu 3a Tauke 1 paBHU. 3a CBaKy
TauyKy M CBaKy paBaH NocToju 6eCKoHaYHO MHOTO PaBHY
Koje cafipXe Ty TauKy 1 HOpMarsHe Cy Ha AaTy paBaH.
Takobe, ako je npaBa HOpMmasiHa Ha paBaH, OHAA NOCTOjK (L7
6eCKOHaYHO MHOMO PaBHU Koje cafp»e Ty npasy U P
HOpMasnHe Cy Ha JaTy paBaH.

Anu, Kao wTo cmo Beh BuAaenu, 3a CBakKy Tauyky 1 CBaky
paBaH, NOCTOjM CaMo jefjHa NpaBa Koja CaipXXun Ty Tauky u
HOPMarsHa je Ha AaTy paBaH.

Slika 44: Neke osobine i odnosi osnovnih geometrijskih objekata (str 28-41, [V111])

Analogno polupravoj u ravni, definiSemo poluravan u prostoru (str. 47, [V11]). Analogno
uglu u ravni, u prostoru definiSemo diedar (str. 47, [VI1I]), a nakon toga i triedar (str. 49,
[VI1]). Na samom kraju udzbenika definiSu se neograni¢ene povrsi: cilindri¢na i konusna
(slika 45). Ni kod jednog od ovih pojmova ne spominju se niti grafi¢ki prikazuju njegove

beskona¢ne dimenzije.
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Slika 45: Cilindri¢na (str. 166, [VI11]) i konusna (str. 174, [VI11]) povrs.

Pojam beskonacnosti se implicitno i eksplicitno javlja i kod reSavanja linearnih jednacina i
nejednacina. Pored nejednacina, koje imaju beskonacno mnogo reSenja, javljuju se 1

jednacine 1 sistemi jednacina sa beskonac¢no mnogo resenja:

Ha wemwn gecHo npukasaHa
Cy CBa TpW Ciyyaja Koja

[

. . —
Bpoj - = je jeanHCTBEHO peLietbe.

HacTajy npu a#° ¥
Jy p. ke ax+b=0 Hema pewemsa.
NMHeapHe jeaHaynHe Ty, 00
ax + b =0,y 3aBUCHOCTU 0f b
ZzegHocm KoepuUjcHETS - Caku peanaH 6poj je peliemse.

Slika 46: Linearna jednacina sa beskona¢no mnogo resenja (str. 69, [VI11])

ke

JepHaunHa ax + by + ¢ =0, 3a a # 0 u b # 0, uMma 6€CKOHaYHO MHOTO pelleHa, TO jecT Mma
OHONWKO pelLera KONNKO npasa ax + by + ¢ =0, rae je a# 0 n b # 0, uma Tayaka.

Slika 47: Jednacdina sa dve nepoznate sa beskona¢no mnogo resenja (str. 149, [VII1])

¢ . . -
¥} Cucrem nma 6eckoHaYHO MHOTO pelletba ako je eKBUBaNeHTaH CUCTeMy Yuja je jeaHa
| jeAHauMHa MOEHTWUTET, a ApYyra uMa pelierbe.

Slika 48: Sistem jednacina sa beskona¢no mnogo resenja (str. 157, [V111])

Dalje, obraduje se linearna funkcija, ¢iji je graficki prikaz prava (str. 116, [VII1]). I sistemi

od dve linearne jednacine sa dve nepoznate mogu se graficki prikazati.
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@ Ako rpadunukm npuKas cucTema of fBe NMHeapHe jefHauynHe ¢ ABe Hero3HaTte YMHe aBe
npase Koje ce nNoknanajy, Taga Taj cuctem nma 6eckoHayHO MHOTO peluema. J

Slika 49: Beskona¢no mnogo resenja sistema u grafickom prikazu (str. 152, [VIII])

Na 80. strani udzbenika za osmi razred prvi put se javlja simbol oo (slika 50). Ova oznaka
omogucava zapis skupova realnih brojeva x sa osobinom x > a, x > a, x < a, x < a, kao

neogranicenih intervala oblika: (a, +0), [a, +00), (=, a), (—oo, a], respektivno.
Kao 03HaKy 3a 6eCKOHauHO y MaTeMaTULM KOPUCTUMO CUMBOST oo, O HOCHO CUMBONE +oo 1 —oo,

Slika 50: Simbol beskonaénosti (str. 80, [V111])

TauaH pa3znor 3a yBohere 6aw cumbona oo Kao 03HaKe 3a
6ecKOHauYHO Huje NO3HaT (MOCTOojU BULLE Pa3IMUNTUX TyMayetba).
3a camo yBohetbe oBor cMbona je HajBepoBaTHuje 3acTyKaH
eHrnecku matematuyap LloH Banuc (1616-1703).

Slika 51: Poreklo simbola beskonaé¢nosti (str. 81, [VIII])

Po zavrSetku analize, zakljuCujemo da se koncept beskona¢nosti u udzbenicima za
osnovnu $kolu javlja veoma Cesto, naro¢ito u viSim razredima. Nazalost, isti se formalno
ne uvodi niti objasnjava. Ucenikovo razumevanje bazirano je na sopstvenim mentalnim
sposobnostima i zbog toga se javljaju problemi, ne samo u razumevanju pojma
beskonacnosti, ve¢ i1 svih ostalih tema u kojima je on prisutan, Sto moze rezultirati pojavom

odbojnog stava prema matematici ve¢ u ranim godinama skolovanja.

Istrazivanja o beskona¢nosti

Koncept beskonacnosti dotice mnoga podrucja programa nastave matematike.
Poimanje beskonacnosti je sadrzaj znacajnog broja istrazivanja, ¢iji rezultati predstavljaju
smernice za preispitivanje i unapredivanje obrazovne prakse. Naime, istrazivanja sa jedne
strane omogucuju bolji uvid u stanje i moguénosti ucenika, a sa druge pokazuju da li bi
promena (metodickog) pristupa (npr. koris¢enje re¢enog konteksta, digitalne tehnologije,
istrazivackih pitanja itd.) omogucila bolje rezultate. U nastavku ¢e biti dati kratki prikazi

nekoliko radova koji su se bavili istrazivanjem koncepta beskonacnosti.
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Jedna od glavnih poteskoca prilikom pokuSaja razumevanja pojma beskonacnosti
jeste apstraktna priroda ovog pojma. Prethodna istrazivanja sugeriSu da deca
osnovnoskolskog uzrasta beskona¢nost razumeju kao proces koji je beskrajan, a ne kao
objekat slican broju koji ima red veli€ine, i insistiraju na ulozi reprezentacija u intuitivnom
razmiSljanju ucenika o beskonac¢nosti. Naime, kako je beskonacnost tesko dovesti u vezu
sa zivotnim iskustvom, njeno razumevanje zavisi od sposobnosti mentalne vizuelizacije
pojedinca. Izvan matematickog sveta, izraz kao §to je ,,tezi beskonacnosti* za dete bi bio
besmislen, jer ne postoji proces koji moze da traje beskona¢no. Posto je na§ um u osnovi
prilagoden kona¢nim stvarnostima u prostoru i vremenu, intuicija je presudna u
razumevanju beskonaCnosti. Prema FiSbejnu, intuitivno znanje je vrsta neposredne
samorazumljive kognicije koju prihvatamo kao istinitu, $to dovodi do generalizacije koja

nadilazi poznate podatke ([5]).

Jednu od prvih studija koja se bavila de¢ijim razumevanjem koncepta beskona¢nosti
sproveli su (prema [18]) Pijaze i Inhelder!’ 1956. godine. Ona je uklju¢ivala neke
geometrijske probleme tipa: kako nacrtati najmanji 1 najve¢i mogué¢i kvadrat na listu
papira, Sta bi se desilo kada bi se proces deljenja datih figura nastavio misaono itd. Pijaze 1
Inhelder su zakljucili da je detetova sposobnost da vizuelizuje deljenje geometrijske figure
na manje delove, u fazi konkretnih operacija, ograni¢ena kona¢nim brojem iteracija. Tek u
fazi formalnih operacija, na uzrastu oko 11-12 godina, dete postaje sposobno da shvati

ovakvu podelu kao beskonacan proces.

Ranija istrazivanja na temu intuitivnog razumevanja beskona¢nosti od strane dece
pokazala su da se ono javlja relativno kasno. Krajem 20. veka, Gelman, Hartnet i Evans, u
svojim intervjuima, postavljali su pitanja deci uzrasta od 5 do 9 godina o iterativhom
dodavanju 1 postojanju najveceg broja. lako i1 odrasli ¢esto imaju problema sa formalnim
pojmom beskona¢nosti, veéina zna da se 1 rekurzivno moze dodati bilo kom broju. Cini se
da deca ovu osobinu nau¢e oko Seste godine, dok sa 7-8 godina eksplicitno govore o

beskonacnosti. Razumevanje beskonac¢nosti razvija se u tri faze:

1. Deca tvrde da postoji najveci broj i da se njemu ne moZze dodati 1.
2. Deca daju paradoksalne odgovore: da 1 moZe neprestano da se dodaje, ali da

postoji najveci broj.

17 Jean Piaget (1896 — 1980) i Barbel Elisabeth Inhelder (1913 — 1997), $vajcarski psiholozi.
44



3. Deca odmah odgovaraju da ne postoji najveéi broj i diskutuju o beskonacnoj

prirodi brojeva, tj. tvrde da se svakom broju moze dodati 1.

Ova otkri¢a sugeriSu da je razvoj razumevanja beskonacnosti dugotrajan i postavlja
se pitanje povezanosti sa razumevanjem funkcije sledbenika®. U istrazivanju
predstavljenom u [1], izvrSeno je ispitivanje o sticanju znanja o funkciji sledbenika kod
dece, na osnovu pitanja kada oni postaju sposobni da identifikuju sledbenike poznatih
brojeva i shvataju da svaki broj n ima sledbenika n + 1, te da se tako brojevi nikad ne
zavrSavaju. Ucestvovalo je 100 dece uzrasta 4 do 6 godina. Rezultati otkrivaju da dete
moze da odredi vrednosti sledbenika za sve brojeve u svom dometu brojanja u proseku sa
oko 5,5 godina starosti. Sto se drugog pitanja tice, ve¢ina dece (61%) dala je konzistentne
odgovore: 37% njih smatra da postoji najveci broj i da nemaju svi brojevi sledbenika, dok
24% veruje da se brojevi nikad ne zavr$avaju i da svaki ima sledbenika. Cini se da deca
pocinju tako Sto nauce da svaki broj koji poznaju ima sledbenika, a potom generaliSu to na
sve moguce brojeve, pre nego Sto konac¢no shvate da to implicira da se brojevi nikad ne

zavrsavaju. To se desi godinama nakon §to nauce da broje.

U okviru istrazivanja [5], ispitivano je, izmedu ostalog, kako uéenici osnovnih skola
donose argumente za beskonacCnost prirodnih brojeva i prenose rezonovanje na druge
skupove. Rezultati pokazuju da je primarna percepcija’® beskona¢nosti dovoljno jaka u
uzrastu od 6 do 8 godina, tako da bi, na osnovu nje, ucenici trebalo da budu u stanju da
konstruiSu argumente za beskonacnost skupa prirodnih brojeva. Tvrdnja da ne postoji
najveéi prirodan broj pojavila se kao spontana reakcija U mnogim razgovorima sa
uCenicima U prvom i drugom razredu. Ucenici obi¢no opravdavaju beskona¢nost N
kori§¢enjem rekurzije. Stavise, u petom i Sestom razredu uspevaju da izvrie prenose sa N
na Q i da opravdaju da je skup racionalnih brojeva beskonacan. Istrazivanje je pokazalo i
da su ucenici u dobi od 11-12 godina, kada po¢nu da uce decimalne brojeve, u stanju da
naprave analogije o beskonac¢nosti u Q i N bez ikakve vezbe i formalnog znanja o tim
konceptima. Ispravno rezonovanje je uglavnom proizvod koris¢enja nizova — ovo pokazuje
da su Peanove aksiome u ovoj dobi potpuno integrisane i ucenici su u stanju da proSire
svoje znanje za izgradnju argumenata u situacijama koje nisu poznate njihovom nivou

znanja.

18 Funkcija koja prirodnom broju n dodeljuje njegovog sledbenika n+1.

19 Primarna percepcija je aktivan i spontan proces kojim ljudska bi¢a organizuju i tumace senzorne
informacije, nezavisno od bilo kojeg uputstva. Sto se vise novih informacija dobija, percepcijsko iskustvo se
obogacuje. ([5])
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Racionalni brojevi imaju beskona¢no mnogo elemenata izmedu bilo koja dva broja i
stoga nijedan nema jedinstvenog sledbenika. Ovo svojstvo naziva se gustina. U
istrazivanju [2], sprovedenom medu finskim petacima, samo 2% je reklo da postoji
beskona¢no mnogo brojeva izmedu 0.8 i 1.1, a manje od 1% je uocilo da ne postoji najveci
broj manji od 1. Medu sedmacima, odgovarajuce brojke su 12% i 2%, respektivno. Ideja o
sledbeniku duboko je utemeljena u intuiciji ucenika o brojevima, te ograni¢ava ucenike u
razumevanju svojstva gustine racionalnih i realnih brojeva. Kako saznajemo iz [26], od

411 nemackih ucenika sedmog razreda, samo 10% je moglo tacno da imenuje jedan
razlomak izmedu % i §= a 18% izmedu 0.3 1 0.6. U intervjuu U kom je ucestvovalo 28

ucenika, samo 4 je shvatilo da postoji beskona¢no mnogo mogucih odgovora za prvi
problem, dok je za drugi isto zakljucilo dvoje. U [7], testirani su ucenici uzrasta 14-15

godina. Njihov zadatak je bio da odrede koliko ima brojeva izmedu dva zadata broja (npr.
0il1,09i1,24i2b5, Z i S). Ponudeni odgovori bili su: da nema brojeva, da ima kona¢no

mnogo razlomaka ili kona¢éno mnogo decimalnih brojeva (u zavisnosti od toga da li je
granica bila razlomak ili decimalni broj), da ima beskona¢no mnogo razlomaka ili

beskonatno mnogo decimalnih brojeva (opet, u zavisnosti od granice) i da ih ima
v . .. v, .. | ..
beskona¢no mnogo i mogu biti u razli¢itim oblicima. Kod oko " ucenika dominirala su

prva dva odgovora, tj. da izmedu zadatih brojeva nema ili ima kona¢no mnogo brojeva.
Kod 28.3% ucenika svi ili skoro svi odgovori su bili da ima beskona¢no brojeva, ¢iji oblik
ne zavisi od granice. Cak i u¢itelji imaju problem sa gustinom skupova. U studiji [26], dak
40% studenata, buducih ucitelja, nije koristilo beskona¢nost u problemima koji od njih to
zahtevaju, kao npr. odredivanje broja racionalnih brojeva izmedu 0.4 i 1.1 ili najveeg
razlomka manjeg od 3. Zablude koje predavaci imaju o beskona¢nosti mogu da uzrokuju
pogresne stavove ucenika o ovom konceptu. Ovo je samo jedan od niza problema koji

ukljucuju beskonacénost.

Hanula i drugi ([2] i [4]) pokazali su da veéina ucenika petog razreda (11-12 godina)
nema razvijen koncept o beskonac¢nosti, a slicna je situacija i sa ucenicima sedmog razreda
(13-14 godina). Vec¢ina se fokusira na beskonacnost kao proces, dok se videnje
beskonacnosti kao objekta javlja kod manjeg broja ucenika. U zadacima Kkoji se bave
beskonacno$¢u, decaci su dali znacajno bolje odgovore. Do sli¢nih rezultata doSao je 1
Monagan ([17]), istrazuju¢i medu ucenicima starosti 16 do 18 godina. Utvrdio je da vecina

ucenika beskonacnost vidi kao proces koji se ne zavrSava. Drugo videnje beskona¢nosti,
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kao veoma velikog broja ili kao kolekcije koja sadrzi vise od bilo kog konac¢nog broja
elemenata, primetio je kod malog broja u¢enika. Kolar i Cadez ([18]) navode da uéenici,
nakon §to beskonac¢nost shvate kao nesto §to nema kraja, nisu sposobni da je sagledaju kao
celinu i ukazuju na to da tendencija interpretiranja problema potencijalnom umesto
aktuelnom beskona¢no$c¢u ostaje prisutna i na univerzitetskom nivou, pa ¢ak i kod samih
nastavnika. To potvrduje istrazivanje [10], sprovedeno medu nastavnicima petog razreda,
¢ija je svrha bila da se ispitaju njihove reakcije na argumente da je 0.9999..=1.
Odgovori su pokazali da mnogi ne veruju u ovu jednakost, ¢ak ni nakon prezentovanja

argumenata, $to najceSce proizilazi iz posmatranja ponavljaju¢ih decimala kao procesa, a
ne broja. Posebno je zanimljivo da nastavnici dovode u pitanje jednakost § i 0.3333..,,

koja je Cvrsto ukorenjena u sadrZajima elementarne matematike.

Koncepcije nastavnika osnovnih §kola o beskona¢nosti ispitala je i studija [19], koja
je takode pokazala da vec¢ina nastavnika shvata beskonac¢nost kao neograniCen proces.
Otprilike polovina ispitanika bila je u stanju da da tacan odgovor na zadatke kao §to su npr.
uporedivanje kardinalosti skupa prirodnih 1 parnih brojeva. U jednom od zadataka, koji se
odnosio na kardinalnost skupa {-3,-2,-1,0,{1,2,3,..}}, ¢ak 88.4% nastavnika

pogresno je odgovorilo da ona iznosi beskonac¢no, jer je jedan od njegovih elemenata
beskonacan skup. Sto se ti¢e definicije beskonacnosti, preko g njih je napisalo da je to

beskonacan proces. Brojne studije o poredenju beskonacnih skupova pokazuju da medu
ucenicima 1 studentima — buducim nastavnicima, samo manjina koristi bijekciju kao
metodu uporedivanja dva skupa ([18]). Osim toga, bolje se snalaze sa problemima koji
ukljucuju probleme sa ,,beskonacno velikim* i ,,beskona¢no mnogo*, nego sa ,,beskonacno
blizu*“. Nalazi prethodnih istrazivanja takode pokazuju da se na razumevanje beskona¢nosti
moze uticati koriS¢enjem odgovaraju¢ih reprezentacija. Npr., kako je navedeno u [2],
ulenici lakSe uoCavaju jednakost skupova {1,2,3,4,..} i {1%,2%3%42% ..} nego
{1,2,3,4,..}i{1,4,9,16, ... }.

Matematicki paradoksi mogu igrati znacajnu ulogu u obrazovanju. Nagon da se resi
paradoks mocan je motivator za promenu okvira znanja. Reakcije studenata na dva
paradoksa beskonacnosti modernijeg doba istrazene su u [8]. Ovi paradoksi, koje ¢emo
navesti, mogu posluziti za diskusije ucenika i1 nastavnika, i kao takvi imaju vaznu

pedagosku vrednost.
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PARADOKS TOMSONOVA LAMPA: Zamislimo lampu za citanje sa dugmetom za
ukljucivanje/iskljucivanje. Pretpostavimo da se dugme moze pritisnuti u trenu i da je u

pocetnom trenutku lampa iskljucena. Nakon 1 minuta pritisnemo dugme i upalimo lampu.

. 1. . . . N
Zatim, nakon S minuta ponovo pritisnemo dugme i ugasimo lampu. Nakon jos " minuta

. L1 L .. Ch o . .
upalimo lampu, pa nakon jos 5 ugasimo itd. Znaci, prekidac pritiskamo i stanje lampe

(ukljuceno/iskljuceno) se menja tacno kada istekne polovina prethodnog vremenskog

intervala. Pitanje glasi: nakon isteka 2 minuta, da li ¢e lampa biti ukljucena ili iskljucena?

PARADOKS ZELENI VANZEMALJAC: Zeleni vanzemaljac stigao je na Zemlju u
ponoc, 5. novembra, i ima tacno jedan dan da provede na nasoj planeti, tj. mora da ode u
ponoc¢, 6. novembra, inace ce se pretvoriti u tikvu. Medutim, on saznaje da FBI juri za
njim, pa u podne, 5. novembra, u trenu menja boju u ruzicastu (kako bi se uklopio sa
lokalnim devojkama). Kada se potraga intenzivira, on u 18h vraca boju na prvobitnu
zelenu i nastavilja da je menja u poluintervalima preostalog vremena (tacnije, u 21h
postaje ruzicaste boje, u 22h 30min zelene, u 23h 15min opet ruzicaste, u 11h 37min 30s
zelene, 11h 48min 45s ruZicaste itd.). Pitanje je: koje boje ¢e vanzemaljac biti u ponoc,

kada napusti Zemlju?

Nastavni sadrzaji koji zahtevaju razumevanje aktuelne beskonac¢nosti obraduju se tek
u starijim razredima srednje $kole. S obzirom na to da tokom ranijih godina $kolovanja
nemaju priliku da se formalno upoznaju sa pojmom beskonacnosti, ve¢ina ucenika krece
od svojih intuitivnih ideja i predstava i to ¢esto dovodi do poteSkoca sa dubljim
razumevanjem ovih pojmova i sadrzaja. Postoji mnogo tema u programima nastave
matematike za osnovnu $kolu koje nude dobre moguénosti za diskusiju o beskonac¢nosti,
kao $to su prirodni i racionalni brojevi, progresije, prava itd. Medutim, u istima se ne
pojavljuje tema pod naslovom ,beskonac¢nost“. Nastavnici beskona¢nost uglavnom
shvataju kao matematiC¢ku ideju sa ograniCenim primenama u svakodnevnom Zivotu.
Vecina se povremeno povr$no osvrne na ovaj koncept (govore¢i da prirodnih brojeva ima
beskonacno mnogo, da prava linija moze da se produZi u oba smera u beskonacnost i sl.),
ali ne zalazi dublje u temu, da li zbog nedostatka slobode i vremena, da li zbog toga Sto ne
zeli da pokaze svoju nesigurnost. Stoga mozemo zakljuciti da ovoj temi treba da se posveti
viSe paznje u mladem uzrastu, narocito u periodu razvoja apstraktnog misljenja. Pri tome,
pristup mora biti prilagoden, a sadrzaj metodicki oblikovan i predstavljen na nacin

pristupacan ucenicima.
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)| EMPIRIJSKO ISTRAZIVANJE

Kako je u prethodnom delu pokazano, nastava matematike u osnovnoj skoli koristi
pojam beskonaénosti. Medutim, kako formalno, kao tema, nije obuhvaéen
osnovnoskolskim programom nastave, nudi dobru priliku za uvid u na¢in razmisljanja
ucenika 1 granice njihovog razumevanja. Za potrebe ovog rada sprovedena su dva
istrazivanja — jedno medu ucenicima prvog i jedno medu ucenicima sedmog i osmog
razreda osnovne Skole. Cilj istrazivanja bio je da ispitamo kako ucenici percipiraju
beskona¢nost na pocetku 1 pri kraju osnovnoskolskog obrazovanja. Kod ucenika prvog
razreda akcenat je bio na intuiciji, dok je paznja kod ucenika starijih razreda bila usmerena

na povezivanje ovog koncepta sa poznatim matematickim pojmovima.

Metodologija

Prvi razred

Ucestvovalo je 42 ucenika u dva prva razreda Osnovne Skole ,,Jovan Jovanovi¢
Zmaj“ iz Subotice. Sva deca su u toku redovnog Skolskog ¢asa, uz prusustvo ucitelja,
popunjavala isti upitnik, u trajanju od 10 minuta. Istrazivanje je bilo anonimno. Upitnik je
sadrzao 5 pitanja, preuzetih iz istrazivanja [1] (,,Infinity task*). Ucenicima je bila
nephodna pomo¢ ucitelja u tumacenju nekih pitanja, prvenstveno zbog njihove duzine.
Ovo istrazivanje su realizovala dva iskusna ucitelja, koji su ucenicima c¢itali pitanja, te su
oni vie paznje mogli da usmere na razmisljanje o odgovoru, nego na ¢itanje i razumevanje
pitanja. S obzirom na to da se radi o u€enicima prvog razreda, koji su tek naucili da Citaju 1
pisu, ovaj nacin je zasigurno doprineo boljim i merodavnijim rezultatima. U okviru ovog
istrazivanja, naglasak je bio na intuitivnom misljenju o sledbenicima poznatih i nepoznatih
brojeva, pa samim tim i konceptu beskona¢nosti. Instrument (upitnik) se nalazi u prilogu,

na kraju rada.

Sedmi i osmi razred

Ucestvovalo je ukupno 79 ucenika Osnovne skole ,,Sveti Sava“ iz Subotice, od toga
35 u dva sedma i 44 ucenika u dva osma razreda, 32 devojcice i 47 decaka. Sva deca su u

toku redovnog Skolskog Casa, uz prisustvo nastavnika matematike, popunjavala upitnik, u

49



trajanju od 15 minuta. Upitnik je sadrZao 4 otvorena pitanja u kojima su u€enici zamoljeni
da opisu ili upotrebe beskonacnost, kao i da napiSu Sta im je najteze, a $ta najlakse iz
matematike. Cilj ovih pitanja je bio da istrazivacu priblizi profil i stavove ucenika, kako
prema konceptu beskonac¢nosti, tako i prema samoj matematici. Drugi deo upitnika
sastojao se iz zadataka u kojima su ucenici trebali da prepoznaju ili uporede beskonacne
skupove, bez potrebe za objasnjenjem ili formalnim dokazom. 1z tog razloga, redosled
pitanja i ponudenih odgovora nije bio identiCan na upitnicima. Na samom kraju svaki
ucenik je zaokruzivanjem jedne od tri ponudene opcije odredio koliko je siguran u
odgovore koje je dao na prethodna pitanja. Za potrebe ovog istrazivanja iskori§¢ene su
ideje iz istrazivanja sprovedenog u [5]. Instrument (upitnik) se nalazi u prilogu, na kraju

rada.

Rezultati istrazivanja

Prvi razred

Na prvo pitanje, najveéi broj ucenika, 38%, tacnije njih 16, odgovorilo je da je
najveci broj koji znaju broj 10. Ovaj odgovor verovatno je rezultat toga Sto su prvaci do
momenta sprovodenja istrazivanja u Skoli nauéili brojeve do 10. Pozitivna je ¢injenica da
13 od ovih 16 u¢enika smatra da 10 nije najveci broj i moze da zamisli ve¢i (pitanja 2 i 3),
svih 16 je odgovorilo da uvek mozemo dodati 1 (pitanje 5), dok je na pitanje da li mozemo
da brojimo zauvek njih takode 13 odgovorilo potvrdno (pitanje 4). Drugi broj koji se vise
puta javio kao odgovor na prvo pitanje je 1000. Taj odgovor dalo je 7 uc¢enika, odnosno
oko 17%. Ostali odgovori se javljaju po jednom ili dva puta (11, 99, 200, 300, 1999,
999999, 500000, 100000000...). Na 2 papiri¢a pojavio se odgovor oo (napisan upravo ovaj
simbol), §to je posebno zanimljivo, s obzirom na to da su u pitanju ucenici prvog razreda.
Jedan od njih u nastavku je odgovorio da beskonac¢no jeste najveci broj koji postoji i da ne
moze da zamisli veci, da ¢emo brojec¢i redom sti¢i do kraja i da ne moze uvek da se doda 1.
Drugi ucenik je napisao da beskonacno nije najveci broj, ali da ne moze da zamisli veci, da

nikad ne dolazimo do kraja brojanja i da se 1 moze uvek dodati.

Odgovori ucenika na pitanja da li je broj koji su napisali najveci koji postoji 1 da li

mogu da zamisle ve¢i dati su u sledecoj tabeli:

50



2. pit.\ 3. pit. DA NE
DA 2 3
NE 31 6

Tabela 1: Ukrstanje odgovora uéenika na 2. i 3. pitanje.

Dakle, ve¢ina ucenika, tj. skoro tri Cetvrtine, smatra da postoji i mogu da zamisle
broj veci od onog koji su napisali. Jedan od tri ucenika koja smatraju da je njihov broj iz
prvog zadatka najveci koji postoji 1 ne mogu da zamisle veci je 1 ucenik koji je u prvom

pitanju dao odgovor co. Manje od 5% ucenika dalo je nekonzistentne odgovore — da su u

prvom pitanju napisali najveci broj koji postoji, ali 1 da mogu da zamisle veci.

Na cetvrto pitanje, ¢ak 74% ucenika, odnosno njih 31, odgovorilo je da mozemo
brojati zauvek. Preostalih 26% smatra da ¢emo u jednom momentu sti¢i do kraja. Sto se
tice petog pitanja, 90% ispitanika smatra da svakom broju, koliko god velik bio, mozemo

da dodamo 1. 4 ucenika smatra da postoji broj toliko velik da njemu ne moze da se doda 1.

UkrStanjem odgovora na ova dva pitanja dobijamo sledece:

4.pit\ 5.pit. uvek moze +1 ne moZe uvek +1
mozZemo brojati zauvek 29 2
postoji kraj brojanju 9 2

Tabela 2: Ukrstanje odgovora ucenika na 4. i 5. pitanje.

Dakle, skoro tri ¢etvrtine ucenika je dalo konzistentne odgovore: da mozemo brojati

zauvek i svakom broju dodati 1 (69%) ili da postoji kraj brojanju i broj toliko velik da ne

moze da mu se doda 1 (5%).
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Sedmi i osmi razred

1. pitanje:

BESKONACNO.

NAPISI JEDNU RECENICU U KOJOJ CES UPOTREBITI REC

Na ovo pitanje odgovorilo je 72 uenika. Pitanje je bilo otvorenog tipa, kako bi se

uceniku omogucilo da zaista stavi re¢ ,,beskonac¢no* u kontekst koji mu je najblizi ili

najsmisleniji. Nakon analize dobijenih odgovora, pristupilo se kodiranju odgovora na

osnovu sadrzaja reCenica koje su ucenici napisali. Dobijeno je pet grupa odgovora.

KOD OPIS PRIMER
Redenice se odnose na neke | — Jedan zadatak moZe imati beskonacno mnogo
' ' . resenja.
Mat | matematicke pojmove ili | _ pecimalni  broj mose imati  beskonacno
sadrzaje. decimala.
— Prava je linija bez kraja, tj. beskonacna je.
U reCenici su koriS¢ene | — Svemir je beskonacan.
Fiz | pojmovi iz realnog konteksta | ~ ma beskonacno Sumau svetu.
- ' — Postoji beskonacan broj reci.
ili iz fizi€kog sveta. —  Nebo.
Sadrzaj reCenice obuhvata | — Beskonacno ne volim ¢asove od 60 minuta.
Sko |stav u vezi sa &kolskim | ~ Beskonacno dugo ne bih isao na cas nemackog.
Zivotom.
. .. . ... | — Jado beskonacnosti nista ne razumem zadatke.
Recenica sadrzi neki li¢ni . o
Lig — Beskonacno ne znam nemacki.
stav, emociju ili iskustvo. —  Moj IQ je veci od beskonacno.
— Zahvalna sam svojim roditeljima beskonacno.
Ost — Ja volim da sve bude beskonacno.

Perica zZeli da ima beskonacno slatkisa.

Tabela 3: Kodiranje odgovora na zadatak ,,Napisi jednu re¢enicu u kojoj ¢e§ upotrebiti re¢
beskona¢no.“
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EMat EFiz mSko ®Li¢ mOst

DEVOJCICE
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UKUPNO

Grafik 1: Distribucija odgovora na prvo pitanje.

< . 1, . y . .
Uocavamo da manje od 3 ucenika beskonacno prvo povezuje sa matematikom. Dosta

je izrazeno povezivanje sa realnim kontekstom (pogotovo sa fizikom), a Cetvrtina ucenika
beskona¢no povezuje sa svojim emocijama ili stavom. Od 15 odgovora koji su ukljuc¢ivali
neki li¢ni stav ili ose¢anje, 7 odgovora je bilo u negativnom kontekstu, a 8 u pozitivnom.
Zanimljivo je Sto su devojCice u veem procentu navele primere beskonaénosti iz
matematike, dok su decaci u ve¢em procentu naveli reenice koje sadrze emocije, stavove
ili li¢na iskustva. Primeri iz matematike pokazuju da su ucenici upoznati sa nekim
nastavnim sadrZajima koji ukljuc¢uju beskonaénost, odnosno da su se tokom osnovne Skole

kroz obradu gradiva susreli sa ovim konceptom.

Cini se da se uenicima dopalo prvo pitanje, jer su odgovori bili raznoliki,
interesantni 1 veoma kreativni. Izdvojila bih jedan matematicki: ,, Postoji beskonacno

mnogo brojeva, pa ni Cak Noris ne moze brojati do kraja.
2. pitanje: OPISI STA ZA TEBE ZNACI BESKONACNOST.

Na drugo otvoreno pitanje odgovorilo je 74 uc¢enika. Analizom njihovih odgovora
uocava se da dominira odgovor (47 ucenika, 64%) u kojem se beskonacnost definise preko
same reci, tj. da to zna¢i da neSto nema kraja, dok je preostalih 27 ucenika dalo dosta

raznovrsne odgovore.



Primeri prve grupe odgovora su:

Nesto Sto ne moze da se zavrsi.

Beskonacno znaci nesto sto nema kraj.

,,Broj “ kojim se iskazuju vrednosti bez kraja.
— Pa... nesto Sto nema kraj, logicno.

Primeri iz druge grupe odgovora su:

— Za mene beskonacno ne znaci nista, jer beskonacnog nema.

— Beskonacno znaci za mene kada ima jako mnogo necega i ne zelis da brojis pa
kazes$ beskonacno.

— Kada imamo neceg beskonacno, znaci da se ne moze istrositi.

— Beskonacnost je za mene neogranicenost.

REZULTATI ZADATAKA SA BESKONACNIM SKUPOVIMA

ZADATAK/TVRDNJA TACNO NETACNO
Skup svih parnih prirodnih brojeva je
la beskonacan. 58 | 73.4% | 21 | 26.6% | | D
1b | {1,3,5,...} je beskonacan. 61 | 77.2% | 18 | 22.8% |||
1v | Skup delilaca broja 24 je beskonacan. 99 | 74.7% | 20 | 25.3% | | I

1g | Skup sadrzalaca broja 8 je beskonacan. 37 | 46.8% | 42 | 332% || um WH

1d Skup prirodnih brojeva koji su reSenje 47 | 595% | 32 | 40.5%

jednacine x > 4 je beskonacan. Il =
a | San gt i b 595 | 7 [ 950 | 22 | 4050 |
1e Eé{;lfoge;céz)ﬁalnih brojeva uzmedu 0 i 1 je 25 | 31.6% | 54 | 68.4% || _ W
17 | Skup tacaka duzi AB je beskonacan. 33 | 41.8% | 46 | 38.2% || um WH
2 |Gy yes e A= U3 3T sg | 747% | 20 | 253% ||
3 | brogeva omed 112 1 pmedu2 3, | 46| 58:2% | 33| 418% | | em

4 | Uporedivanje skupa tacaka duzi ABi1AC. | 39 | 74.7% | 20 | 25.3% | |}

Tabela 4: Rezultati po svim zadacima.

Sto se ti¢e zadatka 1, u prva tri slu¢aja (1a, 1b i 1v) uéenici su dali najvise taénih
odgovora. Pozitivno iznenadenje je sto je u zadatku 2 tacan odgovor dalo skoro z ucenika.

Sa druge strane, ima izuzetno mnogo netac¢nih odgovora na pitanje 1g, S§to moze biti

rezultat jedino nepoznavanja pojma sadrzaoca broja. Primetimo, najmanje taénih odgovora
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ucenici su dali na pitanja le i 17, odnosno, viSe od polovine ucenika je dalo netacan
odgovor. To nam sugeriSe da ucenici, nazalost, nisu dovoljno upoznati sa konceptom
beskonacnosti i prirodom veoma vaznih matematic¢kih pojmova, koje su ucili u skoli i koje

Cesto koriste.
Evo jos nekih opazanja koja se dobijaju ukrStanjem obelezja:

® lako je broj ucenika koji su ta¢no odgovorili na pitanja la 1 1b podjednak 1 blizu %
ucenika, taCan odgovor na oba pitanja dao je 41 ucenik, dok su preostali ucenici davali

ta¢an odgovor na samo jedno od posmatrana dva pitanja.

® Ako posmatramo pitanja vezana za sadrzioce (1v) 1 delioce (1g), 29 ucenika je tacno

odgovorilo na oba.

® lako je na svako od pitanja vezana za reSavanje nejednacine u skupu prirodnih
brojeva, 1d 1 1d, bilo 47 tacnih odgovora, broj ucenika koji su tacno odgovorili na oba

pitanja je znatno manji i iznosi 31 ucenik.

Za potrebe dodatne analize uradeno je skoringovanje postignuca svakog ucenika.
Svaki zadatak iz tabele je vrednovan sa 1 poenom ako je odgovor tacan i sa 0 ako je

netacan. Napravljenja su tri skora:

skorl — zbir poena na pitanja iz prvog zadatka (1a-1z%)
skor2 — zbir poena na pitanja 2, 314

skor — ukupan zbir poena na svim zadacima
Raspodele i osnovne karakteristike svakog skora date su u nastavku.

Skor1: Najvise ucenika osvojilo je 4 od mogucih 8 poena (32%), dok 0 i 1 poen nije
osvojio nijedan u¢enik. Ta¢an odgovor na svih osam pitanja dalo je 5 ucenika (grafik 3).

Prosecan broj poena po uceniku iznosi 4.6 sa standardnim odstupanjem 1.6.
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Grafik 2: Postignué¢a ucenika na zadatku 1.

Skor2: Najvise ucenika je tacno reSilo dva zadatka, njih 36, dok jedan ucenik nije

dao tacan odgovor ni na jedno od tri pitanja. ProseCan broj poena po uceniku iznosi 2.1 sa

standardnim odstupanjem 0.8.
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Grafik 3: Skor u¢enika na zadacima 2, 3 i 4.

Skor: Najvise ucenika osvojilo je 6 ili 7 poena od mogucih 11 poena (46.8%), dok 0 1
1 poen nije osvojio nijedan ucenik. Tacan odgovor na svih 11 pitanja dala su dva ucenika,

grafik 5. Prosecan broj poena po uceniku iznosi 6.7 sa standardnim odstupanjem 1.9.
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Grafik 4: Ukupan skor u¢enika.

Ucenici osmog razreda Su postigli nesto bolji rezultat (prose¢ni skor je 7.0, SD=1.9)

u odnosu na sedmi razred (skor je 6.4, SD=1.9), ali razlika nije statisti¢ki znacajna.

Prosecno postignuce decaka je 6.75, SD=1.8, a devoj¢ica 6.67, SD=2.1, i ne postoji

znacCajna razlika.

Statisticki znacajna razlika uocena je samo u odnosu na ocenu koju ucenik ima iz
predmeta matematika. Najbolje su uradili ucenici koji imaju ocenu 5 iz matematike i
osvojili su u proseku 8.4 poena, SD=2.0. Ucenici sa dvojkom i trojkom uradili su slabije 1
osvojili 6.2, dok su ucenici sa cetvorkom osvojili prose¢no 6.9 poena. Statisticki znacajna

razlika je potvrdena izmedu ucenika koji imaju peticu i ucenika koji imaju ostale ocene,

grafik 6.

9.6 3

8.6 _
S 76l —
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6.6 } .

5.6 -
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Grafik 5: LSD intervala poena u odnosu na ocenu iz matematike.
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Poslednji deo u upitniku/testu odnosio se na samoprocenu. Ucenici su odgovarali
koliko su sigurni u svoje odgovore na zadatke. Najve¢i broj ucenika, njih 39, odgovorilo je
da ,,ne zna koliko je sigurno u date odgovore®, dok je njih 26 odgovorilo da nije sigurno.
Samo 14 ucenika (18%) je odgovorilo da je sigurno da su njihovi odgovori tacni. Ovakvi
odgovori u¢enika mogu ukazati na to da su postavljena pitanja/zadaci u¢enicima nepoznati
i u velikoj meri nisu uopste sigurni u svoje znanje. Sto se ti¢e postignuéa, udenici koji su
odgovorili da su sigurni u ta¢nost svojih odgovora su ostvarili 6.6, SD=2,2, ucenici koji

nisu sigurni 6.2, SD=1.7, a u€enici koji ne znaju koliko su sigurni 7.1, SD=1,9.

NAJTEZE I NAJLAKSE 1Z MATEMATIKE

Ucenici su takode zamoljeni da odgovore na pitanja Sta im je najteze, a Sta najlakse
iz matematike. Ponovo su otvorena pitanja omogucila ucenicima da iznesu svoje misljenje
bez ogranienja. Na taj nacin su dobijeni veoma raznoliki odgovori, koji ipak u znac¢ajnoj

meri otkrivaju nekoliko zanimljivih ¢injenica.

Za kodiranje odgovora iskoriS¢eni su obrazovni standardi za nastavni predmet
matematike za kraj osnovne Skole. U ovim standardima matematika je podeljena u pet

oblasti:

BROJEVI | OPERACIJE SA NJIMA
ALGEBRA | FUNKCIJE
GEOMETRIJA

MERENJE

OBRADA PODATAKA

Ove oblasti su iskoris¢ene za kodiranje odgovora. Naime, ucenici su u opisu najtezeg
ili najlakSeg koristili sadrzaje matematatike. Interesantno je primetiti da sadrzaji na koje su
ucenici ukazivali pripadaju prvim trima oblastima, dok se sadrzaji iz merenja i obrade
podataka ne pominju ni u jednom odgovoru. Jedan od razloga ovakvih rezultata moze biti
taj Sto ove oblasti nisu u dovoljnoj meri obuhvacene vaze¢im programom i vrlo malo su
zastupljene u postoje¢im udzbenicima. Sa druge strane, odgovaraju¢a znanja i veStine
upotrebljavaju se u svakodnevnom Zivotu, pa ih ucenici ¢esto i ne povezuju sa gradivom

predmeta matematike.
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3. pitanje: STA TI JE NAJTEZE 1Z MATEMATIKE?

Analiza 75 dobijenih odgovora ukazuje na znaajnu razliku u definisanju stava.
Jedna grupa ucenika je konkretizovala svoj odgovor kroz navodenje tacno odredene
oblasti, ¢ak i lekcije, dok je druga grupa davala znatno opstiji odgovor. Za kodiranje

odgovora definisano je Sest grupa, tabela 3.

KOD OPIS PRIMER
Broj SadrZaji obuhvaceni standardima iz | Razlomci.
brojeva i operacije sa njima —  Veliki brojevi u dugackim zadacima.
Alg SadrZaji obuhvaceni standardima iz | Polinomi, binomi.
algebre i funkcija. —  Nejednacine.
Sadrzaji obuhvaceni standardima iz | — Geometrija.
Geo — i
. Diedar.
geometrije. . .
— Pitagorina teorema.
Sve | Sveu celosti ili veéem delu. - Swe.
— Ceo 7. razred.
Li¢ | Neki oblik li¢nog iskustva. — Stvari koje ne shvatim iz prve.

— Kada izadem na tablu.

Ost

—  Nista, geometrija je dosadna, a ne teska.

Tabela 5: Kodiranje odgovora na pitanje ,,Sta ti je najteZe iz matematike?*

Cak 22 ucenika (29%) je izjavilo da im je sve tesko. Jednu ili vise konkretnih oblasti
matematike navelo je 43 ucenika (57%), dok je preostalih 10 u€enika navelo ili neko li€no
iskustvo ili nesto drugo. Nesto vise od 30% ucenika (23 ucenika) u odgovoru je navelo
neki sadrzaj iz algebre, dok je 27% (20 ucenika) navelo neki sadrzaj iz geometrije. Sadrzaj

iz prve oblasti, tj. brojeva, navelo je 7 ucenika (9%).

Mozda je iznenadujuci podatak da su odgovori iz kategorije ,,Sve* podjednako davali
ucenici bez obzira na ocenu iz matematike. Tako je 6 ucenika od 19 koji imaju ocenu dva
iz matematike navelo da im je sve teSko, 7 od 23 ucenika sa ocenom tri je dalo isti
odgovor, medu 21 uc¢enikom sa ¢etvorkom iz matematike njih 5 je reklo da je sve najteZe, a
od 12 ucenika sa najve¢om ocenom iz matematike, ¢ak trec¢ina (njih 4) se izjasnilo da im je
sve teSko. Ovo nam ukazuje da ucenici, generalno, imaju teSkoce u savladavanju
matematike i da mnogi, ¢ak i oni sa najboljim ocenama, ne razumeju u potpunosti gradivo

koje uce za potrebe ocenjivanja.
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4. pitanje: STA TI JE NAJLAKSE 1Z MATEMATIKE?

Analiza 75 odgovora ukazala je na to da se jedan odgovor pojavljuje veoma Cesto, a

odnosi se na osnovne racunske operacije. Takode se, za razliku od najtezeg u matematicli,

sada pojavio u znacajnom obimu i odgovor niSta. Odgovori su svrstani U 0sam grupa datih

u tabeli 4.
KOD OPIS PRIMER
U odgovoru dominaraju  Cetiri | — Brojanje, sabiranje i oduzimanje.
Rac _ L
osnovne racunske operacije. B ]2\{:1; Zenje sa 10.
Broj Sad-rzajl- obuthl-cenl ?tandardlma Z | _ npaslomoi.
brojeva i operacije sa njima — Proporcija.
Sadrzaji obuhvacéeni standardima iz L ..
Alg — Jednacine i nejednacine.
algebre i funkcija. — Brojevni izrazi.
Geo Sadrzaji obuhvaceni standardima iz | Geometrija.
geometrije. — Crtanje geometrije.
o — Dosta toga.
Sve | Sveu celosti ili vecem delu. — Sve osim par izuzetaka kojih se ne mogu
setiti.
Nista — Nista.
Li& | Neki oblik lidnog iskustva. — Lako je sve ako se pre toga objasni.
— Zadaci koji su za 2 ili 3-.
Ost —  Racunski zadaci.

Tabela 6: Kodiranje odgovora na pitanje ,,Sta ti je najlakse iz matematike?

Ost, 9%
Li¢, %

Nista, 7% —__

Sve, 3% .

Geo, 9% _—

Alg, 15% _/

___Rat, 48%

\_ Broj, 5%

Grafik 6: Distribucija odgovora na pitanje ,,Sta ti je najlakse iz matematike?*

60




Ova pitanja nam zapravo ne otkrivaju nista o beskonac¢nosti, ve¢ samo o stavovima
ucenika prema predmetu matematici. Opste je poznato da ucenici imaju predrasude i,
Cesto, psihicku barijeru koja im onemogucava da se u potpunosti prepuste razmisljanju o
matematickim problemima. To je delimi¢no posledica organizacije nastavnog procesa.
Osim toga, ucenici nisu svesni matemati¢kog znanja koje upotrebljavaju u svakodnevnom
zivotu, izuzev racunanja. Takode, osnovne ra¢unske operacije tokom zivota najvise koriste

i uvezbavaju, stoga im one postaju rutinske i lake.

Klju¢ni nalazi

Cini se da uéenici prvog razreda (uzrast 6-8 godina) imaju prili¢no dobru intuiciju o
beskonacnosti. Kod vec¢ine je prisutna logicka povezanost medu odgovorima. Vecina
smatra da ne postoji kraj brojanju, kao i da svakom broju mozemo da dodamo 1. Ovi
rezultati treba da motiviSu ucitelje 1 nastavnike da posvete posebnu paznju pri obradi tema
koje ukljuuju beskonaénost, kao i da neguju interesovanje i ispravno rezonovanje Koje

deca imaju na pocetku skolovanja.

Kod ucenika sedmog i osmog razreda, situacija nije toliko povoljna. Iako je u
zadacima oko Z uCenika svrstalo skupove parnih i neparnih prirodnih brojeva medu

beskonacne, jedva polovina je dala tacan odgovor za oba pomenuta skupa, iako se ¢ini da
bi u€enici zavr$nih razreda osnovne Skole trebalo da budu sigurni u osobinu beskonac¢nosti
datih skupova. Ve¢i broj tatnih odgovora dat je za skup neparnih brojeva, zadat
nabrajanjem elemenata, dok je skup parnih brojeva bio zapisan reCima. To nam ukazuje na

ulogu reprezentacije, $to se slaze sa rezultatima iz [19].

Iako se Cinilo da ¢e u zadatku sa nejednac¢inom x < 4 ucenici imati viSe problema
nego sa x > 4 (jer se trazi presek skupa resenja sa skupom prirodnih brojeva, §to u prvom
slucaju uti¢e na kardinalnost), procenat ta¢nih odgovora je bio identican. Medutim, ispod

40% ucenika je tacno odgovorilo na oba pitanja.

Zabrinjavaju¢ je podatak da, iako se sadrzalac broja ¢ini jednim od jednostavnijih
pojmova u matematici i u¢i ve¢ u petom razredu, na pitanje beskonacnosti skupa datog
broja vise od polovine ucenika je odgovorilo netacno. Pored toga, veliki broj njih ne zna da
duz sadrzi beskona¢no mnogo tacaka, kao i da u proizvoljnom brojevnom intervalu postoji

beskonacno mnogo racionalnih brojeva. Mogu¢i uzrok ovakvih rezultata leZi u na€inu na
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koji se informacije prezentuju ucenicima. Nastavnici, uglavnom, pri uvodenju pomenutih
skupova, napomenu ¢injenicu da su oni beskonacni, ali retko izvedu dokaz ili stimuliSu
ucenike da sami dodu do tog zakljuka. Ucenici ovakve informacije pamte trenutno, ali,
kako nikada nisu razumeli niti detaljnije razmisljali o ovoj osobini i njenim posledicama,
nakon nekog vremena informaciju koju su ¢uli zaborave, a ne budu u stanju da samostalno

ispravno prosude o jednom tako slozenom konceptu.

Sto se ti¢e uporedivanja skupova, udenici su bolje odgovore dali na drugo, nego na
treCe pitanje (Tabela 4). Razlog je verovatno §to se skupovi u drugom zadatku odnose na
prirodne brojeve i dati su nabrajanjem prvih nekoliko elemenata. Tri tackice koje slede za
ucenike sugeriSu da se radi o beskonaénom skupovima, te su na osnovu beskonacnosti oba
skupa zakljuc¢ili da oni imaju isti broj elemenata. Kako nisu zahtevana obrazloZenja
odabranih odgovora, ne moZzemo znati da li je neki od uc¢enika koristio bijekciju kao metod
za uporedivanje dva skupa. U tre¢em zadatku radilo se o skupovima racionalnih brojeva,
datih u verbalnoj reprezentaciji, koja se u istrazivanju [19] pokazala kao
najproblemati¢nija. Kako je vise od polovine ucenika imalo poteskoce da prepozna
beskonacnost ovih skupova, a procenat taénih odgovora na ovo pitanje je blizi 60%, vrlo je
moguce da ucenici u svom rezonovanju nisu koristili koncept beskonacnosti, ve¢ su prosto
zakljuéili da, kako su 112, kao i2 i 3, uzastopni prirodni brojevi, izmedu prva dva i druga
dva mora biti jednak broj racionalnih brojeva, koliko god on iznosio. Cetvrti zadatak, koji
se odnosio na uporedivanje duzi AB 1 AC, gde je raspored tacaka na pravoj greskom bio
A-B-C, nije zahtevao poznavanje i koriS¢enje osobine beskonac¢nosti skupa tacaka duzi, ali
1 pored toga je Cetvrtina uCenika dala pogresan odgovor. To nam sugeriSe ili da ga ucenici
nisu ozbiljno procitali i shvatili ili da im je bio previSe lak, pa su pomislili da postoji ,,trik*

1 zbog toga izabrali nelogi¢an odgovor.

Za razliku od rezultata koji su dobijeni u istrazivanjima predstavljenim u [2], tj. [4], u
istrazivanju koje smo sproveli medu ucenicima sedmog i osmog razreda, nije se pojavila
znacajna razlika izmedu postignuc¢a decaka i devojéica. Decaci su postigli neznatno bolje
rezultate. Sto se tice postignuéa po uzrastu, udenici osmog razreda u proseku su dali vise
tanih odgovora od uenika sedmog razreda, ali razlika nije statisti¢ki znac¢ajna. To nam
govori da ne postoji napredak u razumevanju koncepta beskonacnosti u toku skolovanja. U
odnosu na ocenu iz matematike, ispostavlja se da statisticki znacajna razlika izmedu
prosec¢nog broja osvojenih bodova postoji izmedu ucenika koji imaju zakljucenu ocenu pet

1 uCenika sa svim ostalim ocenama. S obzirom na to da su se u zadacima u upitniku
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pojavljivali iskljuc¢ivo matematicki pojmovi uc¢eni u $koli, ocekivano je bilo da se ucenici
sa boljim ocenama iz matematike bolje snadu u problemskim zadacima koji ukljucuju iste,

te ¢udi da ne postoji znacajna razlika i izmedu ucenika sa ostalim ocenama.

Generalni utisak je da ucenici tokom Skolovanja bivaju nauceni da matematiku uce
Sablonski, za ocenu, ¢esto napamet, bez udubljivanja i razmisljanja. Deca mladeg uzrasta
imaju dobru intuiciju o konceptu beskonacnosti, Zele da uce, istrazuju i saznaju Sve 0 Svetu
oko sebe, ali ih tradicionalna nastava sputava u tome i oni vremenom gube interesovanje za
ovaj vid ucenja. Zakljucak koji se moze izvuci je da bi aspekti povezani sa beskonacnoscéu
trebalo da budu deo obuke vrlo rano, pri uenju pojmova. Pri tome, ne misli se da bi
trebalo da budu deo formalnog nastavnog plana i1 programa, jer u ovom slucaju svaki
pokusaj formalizacije nosi sa sobom rizik od pojave zabluda, koje je kasnije teSko ispraviti;
naprotiv, pristup mora da uzme primere iz razli¢itih konteksta 1 naglasi viSe perspektiva,
van matematike. Potrebne su mnoge mere predostroznosti, jer se, S jedne strane,
beskonacnost moze definisati i objasniti samo uz pomo¢ brojeva i geometrijskih figura, a
sa druge strane, zamka paradoksa uvek je blizu kada se bavimo beskona¢nim skupovima.
Ako uzmemo u obzir nedavna istrazivanja uma 1 mozga, postoji uska veza izmedu
prirodnih predispozicija-intuicija i procesa ucenja, koji obnavljaju veze i strukture. Iz ove
perspektive, poucavanje treba da naglasi specificne aspekte procesne i topoloske prirode,
koji ne samo da doprinose boljem razumevanju matematickih osnovnih predmeta, vec

razvijaju 1 opSte kvalitete misljenja.

Istrazivanje pokazuje da bi bilo korisno omoguciti uciteljima i1 nastavnicima dodatna
saznanja o ovoj temi, kako bi im se ukazalo na probleme koje u¢enici imaju u razumevanju
koncepta beskonacnosti 1 kako bi posvetili dodatnu paznju obradi gradiva koje ga ukljucuje

i, samim tim, unapredili nastavu matematike.
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IV PREDLOG NASTAVNIH AKTIVNOSTI

Na profesorima je da dobrom i zanimljivom organizacijom ¢asa vise motivisu i
podstaknu ucenike na razmisljanje o beskonacnosti. U ovom delu rada bi¢e predstavljena

jedna ideja koja se moze sprovesti kod ucenja pojma NZS.

NZS je skracenica od tri slova i svako ima svoje znacenje. S — sadrzalac, Z —
zajednicki, N — najmanji. U okviru ove aktivnosti zelimo da, ponavljajuci i uvezbavajuéi
prethodno nauceno gradivo o sadrzaocima (S) i zajednickim sadrzaocima brojeva (ZS),
kroz aktivno uklju€ivanje u€enika u nastavu, pokuSamo da izvedemo zakljucke 1 uvedemo

novi pojam, pojam najmanjeg zajednickog sadrzaoca (NZS).

Za pocetak, uéenicima podelimo papiri¢e, svakom po jedan, na kome ¢e da zapisuju
reSenja svojih zadataka. Podelimo ucenike u 4 grupe po 3 ¢lana. Svaka grupa ima zadatak
da odredi skup sadrzalaca jednog broja. Neka, u ovom slu¢aju, prva grupa odreduje skup
sadrzalaca broja 2, druga grupa skup sadrzalaca broja 3, tre¢a broja 4 i Cetvrta broja 6.

Svaki u¢enik iz grupe mora da zapise reSenje zadatka SvVOje grupe na svoj papiric.

reSenje ucenika koji su dobili zadatak da odrede skup sadrzalaca broja 2 treba da

bude {2,4,6,8,10,12,14, 16,18, 20,22, 24,26,28,30,32,34,36,38,40, ...}

- reSenje ucenika koji su dobili zadatak da odrede skup sadrzalaca broja 3 treba da
bude {3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33,36,39, ...}

- reSenje ucenika koji su dobili zadatak da odrede skup sadrzalaca broja 4 treba da
bude {4, 8,12,16,20,24,28,32,36,40, ...}

- reSenje ucenika koji su dobili zadatak da odrede skup sadrzalaca broja 6 treba da

bude {6,12,18,24,30,36, ...}

Na ovaj nacin ucenici ,,odreduju® slovo S, tj. pronalaze skup sadrzalaca. Trebalo bi

da uoce da sadrzalaca nekog broja ima beskona¢no mnogo.

Sada uparujemo ucenike iz razli¢itih grupa, tj. pravimo parove ucenika gde je svaki
doneo po jedan skup sadrzalaca (uzimamo ucenika koji je bio u grupi sa brojem 2 i u¢enika
koji je bio u grupi sa brojem 3, ucenika iz grupe sa brojem 2 i ucenika iz grupe sa brojem 6
itd.). Sada svaki par uCenika treba da napravi presek dva skupa koja imaju na svojim

papiri¢ima.
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- reSenje para uéenika iz grupe 2 i grupe 3 treba da bude: {6,12,18,24,30,36...}

- reSenje para ucenika iz grupe 2 1 grupe 4 treba da Dbude:
{4,8,12,16,20,24,28,32, 36,40,...}

- reSenje para uéenika iz grupe 2 i grupe 6 treba da bude: {6, 12,18, 24,30, 36, ... }

- reSenje para uéenika iz grupe 3 i grupe 4 treba da bude: {12, 24,36, ...}

- reSenje para uéenika iz grupe 3 i grupe 6 treba da bude: {6,12,18,24,30,36...}

- reSenje para uéenika iz grupe 4 i grupe 6 treba da bude: {12, 24,36, ...}

Na taj nacin ucenici ,,odreduju‘ slovo Z, tj. prave skup zajednickih sadrzalaca za dva

broja. Trebalo bi da uoce da 1 zajednickih sadrzalaca dva broja ima beskonac¢no.

Konac¢no, u tako dobijenom skupu zajednic¢kih sadrzalaca, koji predstavlja presek
skupova dobijenih u prvom zadatku, ucenici traze najmanji broj, odnosno ,,odreduju‘ slovo

N.

- konacno reSenje para uCenika iz grupe 2 1 grupe 3 treba da bude: 6
- konacno reSenje para uCenika iz grupe 2 1 grupe 4 treba da bude: 4
- konacno reSenje para ucenika iz grupe 2 i grupe 6 treba da bude: 6
- konacno resSenje para ucenika iz grupe 3 i grupe 4 treba da bude: 12
- konacno resSenje para uCenika iz grupe 3 1 grupe 6 treba da bude: 6

- konacno resSenje para uCenika iz grupe 4 i grupe 6 treba da bude: 12

Sada je svaki par pronasao NZS za dva broja koja je svako od njih dobio u prvom

zadatku. Trebalo bi da uoce da im je je preostao samo jedan broj.

Na ovaj nacin uc¢enici mogu da usvoje Sta zna¢i NZS 1 odrede ga koriste¢i iskljucivo
znacenje skracenice 1 prethodno ste€eno znanje o sadrzaocima broja i preseku skupova.

Potpuno isti princip moze da se odredi kod uvodenja pojma NZD i to pre nego Sto se

odradi NZS.

Aktivnost se moze modifikovati u zavisnosti od broja u€enika i njihovih moguénosti.
Brojevi koje grupe dobijaju mogu da budu razli¢iti i sloZeniji od navedenih. Analogan
pristup moZe da se primeni i na traZzenje NZS viSe od dva broja, tj. da nakon prvog zadatka
ne pravimo parove ve¢ trojke ili ¢etvorke ucenika, koji onda treba da odrede preseke tri ili

Cetiri skupa sadrzalaca.
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Tek kada razumeju ovaj postupak pronalazenja NZS, ima smisla ukazati im na to da
nema potrebe da uvek odredujemo ove skupove. Naime, uvidamo da je u svim slu¢ajevima
kao konac¢no reSenje dobijen jedan broj. Kako postupak koji smo koristili zahteva dosta
vremena, sada je trenutak da im prezentujemo algoritam koji ¢e im omoguditi efikasnije
odredivanje NZS. Dajemo im zadatak da ovaj algoritam primene na svoje brojeve iz

prethodnog zadatka i zakljuce da ¢e dobiti isto resenje.
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Zakljucak

Beskonac¢nost je jedan od najvaznijih, ali istovremeno i najmisterioznijih koncepata u
matematici. Oznacava nesto Sto je beskrajno, bezgrani¢no. On nije iskustven — ne mozemo
ga videti, opipati niti na bilo koji drugi ¢ulni nacin spoznati. Obraduje se iskljucivo
misaonim metodama. Pojavljuje se u razli¢itim kontekstima. Nisu sve beskonacnosti iste.
Postoje beskonacno male 1 beskonacno velike veliine, koje, jasno, nisu medusobno
jednake. Ni sve beskonacno male, kao ni sve beskona¢no velike veli¢ine, nisu medusobno
jednake. Mnoge intuitivne ideje koje funkcioni$u u radu sa ,,normalnim‘ brojevima ovde

ne vaze, a umesto toga se javlja gomila ociglednih paradoksa.

Sa beskona¢nos$c¢u se susreCemo na casovima matematike, a kasnije saznajemo da se
ona koristi 1 u okviru drugih nauka. Beskonac¢nost, a posebno njena vremenska verzija —
vecnost, igra znac¢ajnu ulogu u velikom delu religioznog misljenja. To je standardna tema u
filozofiji. Zaintrigirala je umetnike i nauénike. Zvu¢i impresivno to §to mozete da joj
pripiSete svakakva svojstva i niko ne moze da vam dokaze da niste u pravu ako vam je
logika ispravna. ReC je o fascinantnom konceptu, prepunom suptilnosti, logickih zamki,
zagonetki i paradoksa. Jedan od najvecih paradoksa beskonacnosti jeste taj Sto se pokazala
izuzetno korisnom. MatematiCarima je veoma tesko da stignu bilo gde bez beskonacnosti,

¢ak 1u oblastima koje se bave kona¢nim skupovima objekata.

Koncept beskonacnosti predstavlja jednu od najvaznijih apstrakcija koje bi trebalo
da savladaju ucenici osnovne Skole. Kako je ovaj koncept veoma zahtevan, izuzetno je
vazno prilagoditi poducavanje moguc¢nostima apstrakcije koje ucenici poseduju. Deca veé
u ranom uzrastu, pre polaska u Skolu, sre¢u ovaj pojam i pocinju da razvijaju model
beskonacnosti. Polaskom u Skolu, zapocinje formalno matemati¢ko obrazovanje, koje

podrazumeva razvoj logickog i apstraktnog misljenja kod ucenika.

Kao §to smo mogli da vidimo kroz analizu, beskonacnost se, implicitno ili
eksplicitno, ¢esto pojavljuje u udzbenicima za osnovnu $kolu, naro¢ito u viSim razredima,
kada se i razvija apstraktno misljenje kod ucenika. Medutim, ovaj koncept se formalno ne

uvodi, a pristupi koji se koriste cesto mogu da dovedu do zabune kod ucenika.

Sprovedeno istrazivanje je pokazalo da ucenici prvog razreda imaju veoma dobru
intuiciju o beskonacnosti (prirodnih brojeva). Sa druge strane, zakljucili smo da mnogo

ucenika zavr$nih razreda osnovne $kole ima problem sa odredivanjem i uporedivanjem
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beskonaénih skupova, §to je verovatno rezultat nac¢ina obrade pojmova koji ga ukljucuju.
Uloga 1 pristup nastavnika je kljucan za razumevanje koncepta beskonacnosti od strane

ucenika.

Istorijski razvoj shvatanja beskonacnosti nam ukazuje na probleme sa kojima se
suocCavaju i uéenici prilikom razvoja sopstvenog razumevanja ovog koncepta. Problemi sa
kojima su se suocavali mislioci i matematicari predstavljaju osnovu na kojoj se moze
izgraditi metodicki put formiranja pojma beskonacnosti. Ovom pojmu bi se, u svakom
slucaju, trebalo posvetiti viSe paznje, naroCito u periodu razvoja apstraktnog misljenja,

tacnije u viSim razredima osnovne Skole.

Za matematicare, beskona¢nost je oduvek bila nadahnjujuéi, ali tezak koncept. Stoga
ne ¢udi $to ucenici imaju poteskoc¢a sa razumevanjem istog. Do danas, otkriveno je mnogo
toga o beskona¢nosti, medutim, ne mozemo re¢i da je ta tema zatvorena. Bez obzira na
razvoj nauke u celini, uprkos velikim matematickim otkri¢ima, beskonacnost ¢e 1 dalje

ostati jedna od najvecih inspiracija matematicara i drugih nauc¢nika.
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Prilozi

Upitnik za ucéenike prvog razreda

1. Koji je najveéi broj koji znas?

2. Da li je to najveci broj koji postoji?

3. Da li mozes da zamislis§ veéi broj?

4. Ako krenem da brojim redom 1,2,3,4,5..., da li ¢u nekad do¢i do kraja ili mogu da

brojim zauvek?

5. Ako zamislimo jako velik broj, da li uvek mozemo da mu dodamo 1 i na taj naéin
dobijemo jo§ veci broj ili postoji neki broj koji je toliko velik da njemu ne mozemo da

dodamo 1?

Cilj prva tri pitanja bio je da saznamo da li su deca svesna da postoje veci brojevi od
njima poznatih, kao i koliki je opseg njihovog brojanja. Cetvrto i peto pitanje odnosilo se

na intuitivno misljenje o beskonacénosti prirodnih brojeva.

Upitnik za ucenike sedmog i osmog razreda

OTVORENA PITANJA

1. Napisi jednu recenicu u kojoj ¢es$ upotrebiti re¢ beskonacno.

2. Opisi sta za tebe znaci beskonac¢nost.

3. Stati je najteze iz matematike?

4. Stati je najlakse iz matematike?

ZADACI

1. Pored svakog skupa zaokruzi DA ako je skup beskonac¢an, a NE ako skup nije

beskonacan.
- skup svih parnih prirodnih brojeva DA NE
-{1,3,5,7,...} DA NE
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- skup delilaca broja 24 DA NE
- skup sadrzalaca broja 8 DA NE
- skup prirodnih brojeva koji su resenje nejednac¢ine x >4 DA NE
- skup prirodnih brojeva koji su resenje nejednacine x <4 DA NE

- skup racionalnih brojeva izmedu 01 1 DA NE

- skup tacaka duzi AB DA NE

2. DatasudvaskupaAd =1{1,2,3,..} i B ={2,4,6,...}. Zaokruzi slovo ispred odgovora

koji misli$ da je tacan:

M.Skup A i skup B imaju isti broj elemenata.

N. Skup B ima vise elemenata od skupa A.

3. Skup A cine svi racionalni brojevi izmedu brojeva 1 i 2, a skup B ¢ine svi brojevi

izmedu 2 13. Zaokruzi slovo ispred odgovora koji misli§ da je tacan:

M.Skup A i skup B imaju isti broj elemenata.

N. Skup B ima vise elemenata od skupa A.

4. Na pravoj p date su tacke A, B i C. Da li je

tacno da duz AB ima viSe tacaka od duzi AC?

DA NE

SAMOPROCENA

Koliko si siguran-a da si ta¢no odgovorio-la na prethodna Cetiri zadatka? ZaokruZzi broj

iznad odgovora.

1 2 3

nisam siguran-a potpuno sam siguran-a ne znam koliko sam siguran-a

U okviru prva dva otvorena pitanja, Zeleli smo da otkrijemo ideje ucenika o konceptu
beskonacnosti i sa kojim kontekstom iz realnog zivota ga povezuju. Nije se zahtevalo da
opisi 1 primeri budu povezani sa matematikom, niti je ispitivama njihova ta¢nost. Cilj

druga dva pitanja bio je da otkrijemo stavove ucenika prema gradivu matematike, a samim
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tim i predmetu. Osim toga, otvorena pitanja daju uvid u njihove komunikacione, odnosno

sposobnosti izrazavanja.

Nastavak upitnika odnosi se na beskona¢nost u matematici. Prvi zadatak je za cilj
imao prepoznavanje konac¢nosti, odnosno beskonacnosti razli¢itih skupova, koji se uce
tokom osnovne skole. Kroz ovaj zadatak, ucenici je trebalo da se podsete poznatih
pojmova, kao $to su prirodni i racionalni brojevi, sadrzaoci i delioci broja, nejednacine,
duzi, kao 1 njihovih osobina. U sklopu ostalih zadataka, pokuSali smo da saznamo da li kod
ucenika postoji primarna intuicija za uporedivanje kardinalnosti beskonacnih skupova,

zadatih u razli¢itim reprezetntacijama.

Poslednje pitanje u upitniku odnosilo se na samoprocenu. Cilj je bio da ucenici
procene sopstevno znanje, odnosno da odrede koliko su sigurni u odgovore koje su

prethodno dali.
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