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SADRZA.J



Glava 1

Uvod

Ciklotomicni polinomi predstavljaju poseban spoj algebre i teorije bro-
jeva. Ovi polinomi imaju lepe osobine, a sa nekima od njih ¢emo se upoznati
kroz ovaj rad. Da bismo dosli do definicije i osobina ciklotomi¢nih poli-
noma, potrebno je da se podsetimo pojmova kao sto su Mebijusova funkcija,
zatim nekih osobina ove funkcije, pojma primitivnog korena, kao i nekih os-
novnih osobina polinoma. Svi pojmovi bi¢e uvedeni postupno i osobine ¢e
biti dokazane radi lakSeg razumevanja teme. Svi ovi pojmovi ¢e nam Koris-
titi u dokazivanju osobina ciklotomic¢nih polinoma i njihove nesvodljivosti.
U daljem tekstu bice reci i o vezi ciklotomicnih polinoma i poretka broja
po prostom modulu, kao i o primeni ciklotomi¢nih polinoma u dokazivanju
poznatih teorema, kao §to su Vederburnova i Zigmondijeva teorema.
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Glava 2

Osobine polinoma i1 Mebijusova
funkcija

2.0.1 Mebijusova funkcija

Definicija 2.1. Mebijusova funkcija je funkcija definisana za sve prirodne
brojeve na slede¢i nacin:

1, kada jen =1;
(—1)*, kada mnije deljiv potpunim kvadratom, k je broj
prostih ¢inilaca;
0, inace.

Za ovu funkciju vazi, ako su m i n uzajamno prosti brojevi, onda je
p(mn) = p(m)p(n). Ovu osobinu zva¢emo up-multiplikativnost Mebijusove
funkcije i pokaza¢emo je. Neka su p(m) i u(n) definisane na sledeéi nacin:

( 1, kada je m =1;
(=1)*, kada n nije deljiv potpunim kvadratom, k je broj
pm) = prostih ¢inilaca;
L 0, inace
( 1, kada jen =1;
(—1)!, kada n nije deljiv potpunim kvadratom, [ je broj
pin) = prostih ¢inilaca;
0, inace.
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Tada je
1, kadasuim=1in=1;
(—1)*! kada ni m ni n nisu deljivi potpunim
p(m)pu(n) = kvadratom, tj. mn nije deljiv potpunim
kvadratom, jer je NZD(m,n)=1;
0, inace.

sto je bas u(mn).

Primer 2.1. Izracunati vrednosti Mebijusove funkcije za prirodne brojeve
1036, 1001 i 22.

©(1036) = (22 - 7-37) Kako je 1036 deljivo potpunim kvadratom (kvad-
ratom broja 2), onda je 1(1036) = 0

( /;(1001) = u(7-11-13) = p(Nu(A)p(13) = (-1 (=) (-1)! =
—1)3=-1

§(22) = p(2- 11) = p(2)p(11) = (~1)2 = 1

Teorema 2.1. Za svaki prirodan brojn > 1 vazi da je

> ud)=0

dn
gde je p(n) Mebijusova funkcija.

Dokaz. Neka je broj n faktorisan tako da je n = p{'p5?...p%* gde su p; prosti
brojevi, a o; > 0 prirodni brojevi. U zbiru Z p(d) nenula vrednosti imaju
dln

oni sabirci p(d), gde je d delilac broja n koji je oblika d = p11p§2...pfs gde je
0 < B; <1, jer ako je neko B; > 2 onda je d deljivo potpunim kvadratom,
pa je u(d) = 0. Iz up-multiplikativnosti Mebijusove funkcije x4 znamo da je
pu(d) = p(py ps?.pde) = (e ) u(ps?)--n(pd) 1 p(l) = 1 p(ps) = (=1)! =
—1. Takode znamo da je

S oud)y= > pp ). n(pd) =

dln 0<Bi<1
(1(1) + p(p1)) (1) + pa(p2))---(1(1) + pu(ps)) = 0-0...0 = 0



jer znamo da je u(pf) = u(p;)P, za proste brojeve p; i 0 < 3; < 1. ]
Sada ¢emo dokazati teoremu poznatu kao Mebijusova formula inverije.

Teorema 2.2. Neka su funkcije f i F' definisane na skupu prirodnih brojeva
i neka je

F(n)= Zf(d) za svako n € N.

din

Tada je

fn) =Y nd)F (%)

din

. ., n . .. . .
Dokaz. Izracunac¢emo sumu E p(d) - F (—) uzimajuci u obzir ono S$to smo

d
dln
malopre dokazali, da je Z pu(d) =0 kada je n > 1.
din
Neka je n = d; - do gde je dy = ;—1 za svaki delilac d; broja n. Tada ¢e trazena

suma biti jednaka Z p(d)-F <g> = Z w(dy)-F(ds). Iz definicije funkcije

din n=d1-do
F znamo da je to dalje jednako

Doould)-Fld) = Y pld)- [ D flds) | = Y pldi) - f(dy).

n=d1-da n=d-da ds|da n=dj -dg
dg|dg

Pregrupisavanjem sabiraka u zbiru imamo slede¢u jednakost

Z p(dy) - flds) = Zf(d3> : Z pi(dy)

”;j‘ld;b ds |n d1 | %
Prema teoremi [2.1], Z p(d1) = 0 za sve 7 > 1, a jednaka jedinici kada je
di] -
% =1, tj. kada je n = d3. Na osnovu ovoga nam u kona¢noj sumi ostaje
samo sabirak kada je n = ds, tj. Zf(n) : Z,u(dl), sto je f(n). Time je
nln di]1
dokaz zavrsen. n
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U slucaju kada je f(n) Ojlerova funkcija ¢(n), na osnovu ove teoreme,
dobijamo da je

p(n) =Y uld) - .

dln

jer je n = ng(d).
din
U slede¢em primeru ¢emo izracunati vrednosti Ojlerove funkcije ¢
koristec¢i formulu

cp(n)zn(l—p%) (1—%)...(1—#),

Primer 2.2. Izracunati vrednosti Ojlerove funkcije za brojeve 57 i 342.

—_— &1 (693
zan=p;..p.".

e(57) = ¢(3-19) =57-(1—3)(1— ) =3-(1—3)-19-(1— %) =2-18 =36

e(342) = p(2-32-19) =342- 1 -H1-H1-%) =2-1-1)-9.
(1—3%)-19-(1—15)=1-6-18=108.

Teorema 2.3. Neka su funkcije f i@ F' definisane na skupu prirodnih brojeva
i neka je funkcija F(n) takva da vaZi jednakost

F(n) =] f(@).

din
Tada je
n\ #(d)
o0 =T1F(3)"-
din

Dokaz. Definisa¢emo dve pomocne funkcije g(n) = In f(n) i G(n) = In F(n)
za svako n. Tada ce

Gn)=WmF(n) =W | [[fd)]| =) _Inf(d)=> g(d) za svako n.

dln dln dln

Prema teoremi VaZi da je g(n) = Zu(d)G (g) Dalje je

dln



11

NICILE: (g) =Y udhF (g) - ZlnF(%) mHF( )”(d .

din din din
w(d) w(d)
Dakle, g(n lnHF( ) tj. In f(n mHF( ) , odnosno
din dn
n\ w(d)
~TT1F (-) . O
f(n) 1|I y

2.0.2 Kompleksni primitivni koreni

U ovom odeljku ¢emo definisati pojam n-tog korena i primitivnog n-tog
korena jedinice, a potom videti koliko takvih korena postoji i koliki je zbir
svih primitivnih n-tih korena jedinice.

Definicija 2.2. Neka je n prirodan broj. Kompleksni broj € nazivamo n-tim
korenom jedinice ako zadovoljava jednakost

e" =1
Primer 2.3. Pokazati da su resenja jednacine 2" — 1 =0
T = cosgk” + - sm%—7r ,k=0,1,...,n—1.

Resenja jednacine xj racunamo primenom Moavrove formule

2km 2k7r) n-2km 2k7‘r n-2km 2k7r

= cos =T 4+ g . gip BeAT
CoS 2k7r =1

r} = (cos =™ + i - sin = cos 2k7 + i - sin 2km =

Sto znaci da xj, jesu nule datog polinoma, a da su to i jedine nule garantuje
nam Osnovna teorema algebre koja kaze da polinom sa kompleksnim koefi-
cijentima n-tog stepena ima ta¢no n nula, ra¢unajuci i njihovu visestrukost.

Primer 2.4. Jos jedan zanimljiv primer je nac¢in geometrijske interpretacije
skupa nula polinoma z" — 1.

Pokazali smo da su sve nule ovakvog polinoma oblika x; = cos ==
k=0,1,...,n — 1. Kako je moduo svake nule polinoma

2k 2k
)2 o \2 — 1
\/(COS n )? + (sin n )=

2k7r +Z sin 2k7r

znamo da se sve nule nalaze na jedini¢noj kruznici. Znamo i to da je rasto-
janje izmedu susednih nula konstantno, odnosno da vazi
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|z — 21| = |(:052’“T7r4—z'~si1r12’“77r —cos 2E=DT i sin
|(cos 2T — cos —Q(k:)”) +i - (sin 2T —sin —Q(k:)”ﬂ =

2(k—1 . . 2(k—1
\/(COS 2 _ o b2 | (gj 2bm _ iy 2k—D)mys
n n n n

\/(—QSin ;_r sin (2k;1)7r)2 + (2 sin % oS (2k;1)7r)2 —
\/(2 sin )2 ((sin @)Q + (cos (%;1)”)2) = /(2sinZ)? = 2sin T,

Kako je jedna nula sigurno zy = 1 i kako znamo rastojanje izmedu susednih
nula, lako ih ucrtavano na jedini¢noj kruznici.

M‘_

Definicija 2.3. Neka je € n-ti koren jedinice, za proizvoljan prirodan broj
n. Tada najmanji prirodan broj k za koji vazi da je e* = 1 nazivamo redom
broja € i oznacavamo ga sa ord(e).

Sledec¢a lema pokazuje nam vezu izmedu reda broja € i broja n.

Lema 2.4. Neka je n prirodan broj i € proizvoljan n-ti koren jedinice. Tada
za neki ceo broj k vaZi e¥ = 1 ako i samo ako ord(e) deli k. Specijalno, ord(e)
deli n.

Dokaz. Neka je d = ord(e).
(=) Neka je sada e = 1 i neka je k = qd + ¢, gde je 0 < ¢ < d — 1. Kako je
1 = el = gadte = (gd)9e¢ = ¢, zakljucujemo da je ¢ = 1, pa kako je ¢ < d, a
d je najmanji prirodan broj za koji vazi da je e = 1, dobijamo da je ¢ = 0,
tj. k = qd. Dakle, ord(e) deli k.

(<) Ako d|k, onda vazi da je e* = (&9)

SYE

k o . ~
= 14 = 1, ¢ime je dokaz zavrsen. [

Posledica 2.5. Neka je n prirodan broj, € proizvoljan n-ti koren iz jedinice,
k neki ceo broj za koji vaZi da je ¥ =1 i d = ord(e). Tada je * = &' ako i
samo ako je k =4 [. Specijalno, za 1 < k,l < d vazi da je k = 1.

Sada ¢emo definisati primitivni n-ti koren jedinice, posto nam on treba
za definiciju ciklotomic¢nih polinoma.

Definicija 2.4. Neka je n prirodan broj i € n-ti koren iz jedinice. Ako je
ord(e) = n, onda € nazivano primitivnim n-tim korenom jedinice.

Definicija 2.5. Neka je a ceo broj i n prirodan broj, pri ¢emu su a i n
uzajamno prosti brojevi. Najmanji prirodan broj ¢ za koji vazi da je a' =
(mod n) naziva se red ostatka a po modulu n i obelezavamo ga sa o,(a).
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Definicija 2.6. Ceo broj 6 je primitivni koren po modulu n ako je red ostatka
broja 6 po modulu n jednak ¢(n), tj. 0,(0) = ¢(n).

Primer 2.5. Odrediti primitivne korene po modulu 23 i 8.
Za prost broj 23 imamo 22 uzajamno prosta broja sa 23, koja nisu veca

od 23. Kako je 22 = 2. 11, treba da odredimo elemente reda 2 i 11 u grupi
1,2,...,22. Kako za prvi element mora vaziti

2?2 =1 (mod 23) inije x = 1 (mod 23)

§to zbog 22 — 1 = (x — 1)(z + 1) daje z + 1 = 0 (mod 23). Dakle, to je broj
22. Sledec¢i broj mora imati red 11, tj.

' =1 (mod 23).

Proverom dobijamo da su resenja 1,2,3,4,6,8,9,12,13 i 16. Izbacujemo 1 jer
je reda 1, a preostale vrednosti mnozimo sa prvim elementom, tj. 22, i dobi-
jamo slede¢e primitivne korene 7,10,11,14,15,17,19,20,21.

Za slozen broj 8 imamo 4 uzajamno prosta broja sa njim, a to su 1,3,5 i
7. Kako je 8 = 24 trazimo elemente reda 2. Kako mora 2% = 1 (mod 8) i nije
z =1 (mod 8) imamo da

32 =1 (mod 8)
52 =1 (mod 8)
7?2 =1 (mod 8)

sledi da 3, 51 7 nisu primitivni koreni po modulu 8, jer je p(8) =4, a 2 < 4.
Dakle, broj 8 nema primitivne korene.

Primitivni koren po modulu n postoji samo za odredene brojeve n,
Sto je odredeno slede¢om teoremom. Teoremu dajemo bez dokaza.

Teorema 2.6. Primitivni koren po modulu n postoji ako i samo ako je n = 2,
n=4,n=7p" ilin=2p*, gde je p neparan prost broj, a k bilo koji prirodan
broj.

Lema 2.7. Neka je € primitivni n-ti koren jedinice. Tada je skup €,£2, ...,e",
skup svih n-tih korena 1z jedinice.
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Dokaz. Kako je € primitivni n-ti koren jedinice, znamo da vazi €” = 1. Dalje,
kako je (e¥)" = (¢")¥ = 1¥* =1, onda je i €* n-ti koren jedinice. Posto su svi
g, €2, ...,e" medusobno razli¢iti brojevi, §to se moze zakljuciti iz posledice
i definicije primitivnog n-tog korena, i ima ih n, oni su i svi n-ti koreni. [J

Dobra osobina primitivnih n-tih korena jedinice jeste sto ih mozemo
generisati ako znamo kako izgleda jedan od njih. U nac¢inu na koji se generisu
¢e nam pomoci sledec¢a lema.

Lema 2.8. Neka sun i k prirodni brojevi v € primitivni n-ti koren jedinice.
Tada je €* takode primitivni n-ti koren jedinice ako i samo ako su n i k
uzajammno prosti prirodni brojeuvi.

Dokaz. (=) Neka je € primitivni koren i neka je 1 < k < n. Pretpostavimo
da k i n nisu uzajamno prosti, tj. neka je (k,n) = d, gde je d > 1. Kako je
d > 1, postoje brojevi ky i n; takvi da je k = dk; in = dny i (k1,n1) = 1.
Tada imamo da je

(gk‘)nl — 8dk‘lnl — Enkl — (€n>k:1 — 1k1 — 1

iny =154 <mn,paje e¥ najvise reda n, i n; < n, pa € nije primitivni koren.
Primenom kontrapozicije dobijamo da vazi smer (=).

(<) Neka su k i n uzajamno prosti prirodni brojevi, tj. neka je (k,n) = 1.
Tada je (¢F)® = 1 ako i samo ako n deli ka, jer je € reda n. Kako su k i n
uzajamno prosti brojevi mora n | a, pa je a = 0 ili @ > n. Ovo znaéi da je
red elementa ¥ jednak n, pa je ¥ primitivni koren. O

Posledica 2.9. Za dati prirodan broj n postoji p(n) primitivnih n-tih korena
jedinice.

Teorema 2.10. Zbir svih primitivnih n-tih korena jedinice jednak je p(n).

Dokaz. Neka je

fn)= 3 e

1<k<n
(n,k)=1

gde je e primitivni n-ti koren. Pokazimo da je f up-multiplikativna funkci-
ja. Za pocetak pokazimo da je svih ¢(mn) sabiraka iz f(m)f(n) medusobno
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razli¢ito.
Pretpostavimo suprotno, tj. da su neka dva jednaka, tj.

2iam  2ibw 2icm 2idw

e n em —en em .

Sredivanjem ove jednakosti dobijamo

(am+bn)2imw (cm+dn)2im
(& mn = e mn

Y

tj. am + bn = cm + dn po modulu mn. Dalje je am + bn — cm — dn = 0 po
modulu mn, tj. m(a — ¢) +n(b—d) = 0 po modulu mn. Iz ovoga dalje sledi
da n deli a — ¢, am deli b—d, posto je (m,n) = 1, Sto je nemoguce, jer a i c,
odnosno b i d biramo razli¢ite po modulima, redom, m i n i koji su sa njima
uzajamno prosti. Takode se svaki od ovih sabiraka pojavljujeiu f(mn). To je
zato §to su am + bn i mn uzajamno prosti zbog (a,n) = (b,m) = (m,n) = 1.
Dakle, f je up-multiplikativna.

Obelezimo sa € n-ti primitivni koren iz jedinice. Posto je

g(eP1—1) e - 1—-e¢ —1(e-1)

— 2 p_lz — — = :—1
f(p) ered..te e—1 e—1 e—1 e—1

i sliéno je f(p*) = 0 za k > 1, to iz multiplikativnosti f sledi f(n) = p(n) za
sve n. O

2.0.3 Osobine polinoma

U ovom odeljku ¢emo se podsetiti nekih osobina polinoma, izvoda poli-
noma, nesvodljivosti polinoma, kao i nula polinoma.

Definicija 2.7. Polinom p(x) = a,2" + a, 12" ' + ... + 1= + ag je monicki
ako mu je vodedi koeficijent a,, = 1.

Definicija 2.8. Neka je polinom p(z) = a,z" + ap_12" 1 + ... + a1 + qq
polinom sa koeficijentima iz nekog polja K. Tada je izvod polinoma p(z) novi
polinom

P (z) = na,z" '+ (n— Da,_12" 2 + ... + a;.

Teorema 2.11. Neka su p i q dva polinoma iz K |x]. Tada vaZi

1) (p(x) +gq(x))" = p'(z) + ¢'(z)
9)(()())=()() P'(x)q(x).
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n

Dokaz. Neka je p(x) = Z a;x’, q(z) = Z biz'. Tada je

i=0 =0

(p(7) +q()) = <Z(Gz’ + bz)iT?Z) =Y ilai+ b2 =p'(x) + ¢ (2).

i=0 i=0
2)
/
(p(x) - qlx)) = (Z a’”bnmmﬂ) = Y anba(m A n)a™ ! =
m,n>0 m,n>0
/
Z A b (Ma™ ™) 4 Z by (2" ") = Zmamxm ! (Z bnx"> +
m,n>0 m,n>0 m>0 n>0
/
> nba ! (Z amw’”> =p(x) (=) +p'(z) - q(z)
n>0 m>0

Primer 2.6. Dati su polinomi p(z) = z* + 52° + 32% — 192 — 30 i q(x) =
w423 +422 —1iz Q [z] . Odrediti izvode zbira i proizvoda ova dva polinoma.

Sabiranjem data dva polinoma dobi¢emo novi polinom iz istog polja,
a onda ¢emo po definiciji za izvod polinoma naci izvod.

(p(x) + q(x)) = (2* + 523 + 322 — 192 — 30 + 2* + 42° + 42® — 1) =
(221 4923+ 722 —192—31) = 2-42349-32*+7-20—19 = 823+ 272*+14x—19.

Za trazenje proizvoda ova dva polinoma koristi¢emo teoremu iako
se moze prvo naci proizvod dva polinoma, pa po definiciji uraditi izvod
novodobijenog polinoma. (p(z) - ¢(z)) = (z* + 523 + 32* — 192 — 30)" -
(2t 4+ 423 + 42% — 1) + (' + 523 + 322 — 192 — 30) - (2* + 423 + 422 — 1) =
427 +162° +162° — 423 4+ 152° 4 602° 4 602* — 152% + 62° + 242 + 2423 + 62 —
1924 =762 — 7622 +19+427 +122°+82° — 21+ 202° + 6025 + 4021 — 523 +122° +
3624 + 2423 — 322 — 762* — 22823 — 15222 + 192 — 12023 — 36022 — 2402 + 30 =
5" + 6325 + 16225 + 642t — 38523 — 60622 — 2152 + 49.

Posto ¢emo se kasnije baviti nesvodljivos¢u ciklotomicnih polinoma,
onda ¢emo u ovom delu definisati nesvodljivost ili ireducibilnost polinoma,
kao i neke osobine takvih polinoma.
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Definicija 2.9. Polinom p(z) sa koeficijentima u prstenu R je nesvodljiv
nad R ako iz p(x) = q(x)r(x) sledi da je bar jedan od polinoma ¢(z) i r(x)
invertibilan nad istim prstenom.

Primer 2.7. Ispitati da li je polinom p(z) = z* + 423 + 42* + 1 svodljiv u
Z [z].

Vidimo da su delioci slobodnog ¢lana polinoma +1, a vodeéi koeficijent
1 jedina moguca celobrojna resenja su 11 —1. Bezuovim stavom proveri¢emo
da li je neki od ovih brojeva nula trazenog polinoma. Kako je

p(1)=144+44+1=10,p(-1)=1—-4+4+1=2,

onda ovo nisu nule polinoma, pa nemamo faktora stepena 1, a ni stepena 3
pri rastavljanju u Z [z]. Sada ¢emo ovaj polinom pokusati da rastavimo na
dva polinoma stepena 2, t;j.

o+ 4% +4? + 1 = (2* + az + b) (2 + cx + d)

gde koeficijenti a, b, ¢ i d moraju biti iz skupa celih brojeva. Mnozenjem ovih
polinoma i izjednacavanjem koeficijenata ¢emo proveriti da li ovakvi polinomi
postoje.

ot 4+ 40% +42? + 1 =2+ (a + ¢)2® + (b4 d + ac)z® + (ad + be)x + bd
odnosno izjednacavanjem koeficijenata dobijamo sistem jednacina:

a+c=14
b+d+ac=14
ad +bc=0

bd = 1.

Iz poslednje jednakosti imamo b = d = +1. Ako je b = d = 1, onda iz
prve i trec¢e jednakosti dobijamo da je 4 = a 4+ ¢ = 0 S$to je nemoguce, pa
u ovom slucaju nemamo resenje. Ako je b = d = —1, onda treca jednacina
postaje —a—c =0 < a+c =0, pa iz ove i prve jednac¢ine ponovo dobijamo
kontradikciju da je 4 = a + ¢ = 0 iz cega zaklju¢ujemo da se trazeni polinom
ne moze rastaviti u Z [x], odnosno on je nesvodljiv nad poljem Z [z].

Posledica 2.12. Ako je R polje, onda su svi nenula polinomi stepena 0
invertibilni, pa nesvodljivost nad poljem znaci da se polinom ne moZe napisati
kao proizvod dva polinoma manjeg stepena nad tim poljem.
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Primer 2.8. Ispitati svodljivost polinoma p(z) = 22 —2 nad Z i R.

Nule ovog polinoma dobijamo iz jednakosti 22 — 2 = 0, odnosno z? = 2.
Ova jednakost nema resenje u skupu Z, pa je ovaj polinom nesvodljiv nad
Z. U skupu R postoje redenja jednacine, to su £v/2. Dakle, polinom p(z) je
svodljiv nad R i p(z) = (x — v2)(z + V2).

Teorema 2.13 (Gausova lema). Neka je R domen jednoznacne faktorizacije,
F kolicnicko polje domena R, a p(x) polinom sa koeficijentima u R. Ako je
p(z) nesvodljiv nad R i stepena veéeg od 0, onda je nesvodljiv i nad F. Ako
je p(x) nesvodljiv nad F i NZD svih njegovih koeficijenata, izracunat u R
je jednak 1, onda je p(x) nesvodljiv i nad R.

Ajzenstajnov kriterijum je najpoznatiji kriterijum za proveravanje nesvo-
dljivosti polinoma, pa ¢emo ga definisati i dati primer njegove primene.

Teorema 2.14. Neka je dat polinom q(x) € Z [z], tako da je
q(z) = cut™ + cp ™+ L+ T+ 0

i neka je p prost broj koji ne deli c,,, deli sve ¢;, i = 0,1,...,n—1 i p? ne deli
co. Tada je polinom q(z) nesvodljiv na Q [x].

Primer 2.9. Dokazati da je polinom x” + 24z — 48 nesvodljiv na Z [z].

Za polinom 7 + 24z — 48 postoji broj p, p = 3 koje deli 24 i —48, a
ne deli 11 3% = 9 ne deli —48, pa na osnovu Ajzenstajnovog kriterijuma je
ovaj polinom nesvodljiv na Z [z].

Sledec¢a teorema vazi za sva savrSena polja K. Pre nego sto budemo
dokazali teoremu, definisa¢emo savrSeno polje, a zatim lemu koja ¢e nam
pomodi u dokazu teoreme.

Definicija 2.10. Polje K je savrseno ako i samo ako je svaki nesvodljiv
polinom p(z) € K|[z]| separabilan.

Definicija 2.11. Nesvodljiv polinom p(z) nad poljem K je separabilan nad
tim poljem ako i samo ako ima samo jednostruke nule (u nekom svom polju
razlaganja).

Lema 2.15. Nesvodljiv nekonstantan polinom q(x) nad poljem R, Q) ili Z,,
kao ni nad prstenom Z, ne moZe tmati izvod jednak 0.
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Dokaz. Za polja R i @, kao i prsten Z, iz definicije izvoda polinoma, ako
znamo da je izvod jednak nuli onda on mora biti konstantan, jer je karakter-
istika 0. Pokazacemo da tvrdenje vazi za polje Z,.

Tvrdimo da je nesvodljiv polinom f(z) ¢iji je izvod jednak 0 oblika f(z) =
chx”k. Ako je polinom f(z) = a,z™ + ... + a1 + ag, njegov izvod je
k>0
f’( ) = na,z" ' + ... + a;. Kako je taj izvod jednak 0, zakljucujemo da je
ta; = 0 za svako 1, sto dalje znaci da je a; = 0 ili p|i. Time je ovo tvrdenje
dokazano. Dalje, fiksiramo koeficijente polinoma f(x), dakle

f(z) = agp + apa? + ag,x®™ + -+ + appa™
Neka je ap # 0, tada je ap_l = 1u Z,, dok je a}; = ay; u Z,. Neka je
q(z) = Z apz'. Tada je (q(z))’ = Z ap ™, jer ostali koeficijenti postaju 0

po modulu p. Da vidimo zasto to VaZI kako je p prost broj, u sumi
i p! o t m\tm
(Z Qpi T ) = Z m (apx) ...(apmx )
=0 tot+t1+...+tm=p

broj T .‘ ; nije deljiv sa p jedino ako je neki od brojeva i, ..., t,,, bas jednak
D, a ostali t; moraju biti jednaki 0. Dakle,

(Z ap,-a:i> = (apmz)? + ... + (apx)? + (ap)? (mod p).

Dalje je (aip)? = a;p, pa sledi da je
(q(z))" = ;}aipxi” = ;aM = f(2),

jer n = mp i jer su ostali a; = 0 kada p ne deli 7. Iz ovoga sledi da f(z) nije
nesvodljiv. Time je nase tvrdenje dokazano. ]

Teorema 2.16. Neka je polinom p(x) sa koeficijentima iz polja K. Tada
postoji nekonstantni polinom a(x) takav da vazi a(x)? deli p(x) ako i samo
ako polinomi p(x) i p/(x) nisu uzajamno prosti.

Dokaz. (=) Ako a(z)?|p(z), onda je p(x) = a(x)*q(x), za neki polinom
q(z) € K [z]. Dalje je izvod polinoma p(x) jednak
(z) +

p'(x) = 2a(x)d (x)q(x) + a(z)*q (x)
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odakle vidimo da a(z)|p'(x).

(<) Neka najmanji zajednicki delilac polinoma p(z) i p'(x) ima stepen
vedi od nule. Onda postoji nesvodljivi polinom b(z) koji deli najmanji za-
jednicki delilac polinoma p(x) i p'(z). Tada je p(z) = b(x)-q(x). Po definiciji
izvoda polinoma je p'(x) = b(z)¢' (x) + b'(x)q(z), iz ¢ega zakljucujemo da
b(x) mora da deli ¢/'(x)q(z). Kako je stepen polinoma b'(z) manji od stepena
polinoma b(z) i po prethodnoj lemi ¥'(z) je razlicit od 0, a znamo i da je b(x)
nesvodljiv, onda b(x) ne moze da deli ¥'(z) ve¢ mora da deli ¢(x). Medutim,
kako je p(z) = b(z) - q(z) i b(x) | q(x) sledi da b(x)? deli p(z). Time je dokaz

zavrsen. OJ

Posledica 2.17. Neka je n prirodan broj. Tada polinom z" — 1 nema
dvostrukih nula u C'.

Teorema 2.18. Neka je p prost broj. Ako postojgi kompleksan broj a i polinom
g(x) € Zx] tako da vaZi

" — 1= (x—a)’g(x) (mod p)

onda p deli n.



Glava 3

Definicija i osobine
ciklotomic¢nih polinoma

Definicija 3.1. Neka je n proizvoljan prirodan broj. Tada je n-ti ciklo-
tomicni polinom monicki polinom ¢iji su koreni svi primitivni n-ti koreni
jedinice, a nema dvostrukih nula

O,(z)= [ (@-0).
ord(0)=n
omn=1
Stepen polinoma ®,,(z) je ¢(n), posto postoji ¢(n) primitivnih n-tih ko-
rena jedinice.

Ako je n > 2, onda 41 nisu primitivni koreni jedinice stepena n. U
ovom slu¢aju primitivni koreni su konjugovano kompleksni brojevi.
Zan =1, ®(z) =2 —1. Zan =2 imamo 2> — 1 = (x — 1)(z + 1) Sto
znaci da je @y(z) =2+ 1. Zan =3, 2> -1 = (x —1)(z* +z + 1), pa je
Oy(x) = 2 +x+1. Zan =4, 2 —1 = (22— 1)(2*+1) = (x—1)(x+1) (22 +1),
pa je ®4(x) = 2% + 1. Analognim postupkom dobijamo i ostale ciklotomi¢ne
polinome. Predstavi¢emo prvih 20:

(1)1(2?)—27—1

Oy(z) = +1

Py(x) =2+ +1

(1)4(]3):ZE2+1

P5(z) =+ 2+ 22 + 2+ 1
Pg(r) =22 —w+1
Or(x)=a+2° +t + 23+ 22+ + 1

21
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q)g<3?) = $4 +1
Py(z) =2+ 2*+1

Prp(z) =2t — 23+ 2% — 2+ 1.
Op(z)=a0+2+a8+2"+a+ 22+t + 23+ 22+ + 1

Prp(z) =t — 2% +1

Oy3(r) =+ + 20 + 2%+ 28+ 2"+ 2+ P+t P+ 1
Oy(r)=a -+t -3+ 22— +1
Pip(x)=ab—a"+2° —at+ a3 —x+1

@16(%'):138—"1

@17(1‘):£L‘16—|—{L‘15—|—{L‘14—|—{L‘13+{L‘12+ZL‘11+ZE10+ZE9+I’8+ZL‘7+I‘6+£L‘5+
et 4?41

(1)18(.1') = 1’6 — 1'3 +1

Prg(z) =a® + 2"+ + 2P+t a4 a2 42 420+ 2% 42 + 2" +
B+ttt r+1

Pog(z) = 28 — 2% + 2t — 22 + 1.

p—1
Moze se zakljuciti da ako je p prost broj ®,(z) = 1+z+... 42?1 = Z .
i=0

Neka je n prirodan broj. Pogledajmo kako se polinom z™ — 1 rastavlja
na Cinioce za n = 2, 3,4, 5.
P —1=(x—-1D(x+1)=(x) Po(x)
?—1=(@-1)@*+z+1) = () P3(z)
t—1=@2-D@?+1)= (- D@+ 1)(22+1) = d1(2) - Dy(x) - Py(x)
P-1l=@@-D'+2>+22+2+1) = (x) D5(x)
Primetimo sada da se polinom x™ — 1 rastavlja kao proizvod ciklotomic¢nih
polinoma i to onih koji dele n. Da to vazi za svako n, dokaza¢emo slede¢om
teoremom.

Teorema 3.1. Neka je n prirodan broj. Tada je

vt —1 =[] ®alx).

dn

Dokaz. Dokaza¢emo da su polinomi z" —1 i H ®,(x) jednaki tako sto ¢emo
dln

pokazati da polinomi nemaju visestrukih nula i da imaju sve iste nule, a kako

su oba polinoma monicki sledi¢e da su oni i jednaki.

Na osnovu posledice znamo da polinom sa leve strane jednakosti nema

dvostrukih nula u C'. Tac¢no je i da polinom sa desne strane jednakosti ne
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moze imati visestrukih nula, jer kompleksan broj ne moze istovremeno biti
d-tii d’-ti primitivni koren iz jedinice za razli¢ite d i d’. Znamo da su sve nule
polinoma x™ — 1 n-ti koreni jedinice. Neka je 6 jedan od tih korena i neka je
reda d. Tada je 6 primitivni d-ti koren jedinice, pa je i nula polinoma ®4(z),
a posto d|n onda je € i nula polinoma H ®,4(z). S druge strane, ako je ¢ nula

dln
proizvoda [] ®4(z), onda je nula nekog od ®4(x), a samim tim z¢ — 1. Kako
din
d | n, onda (z¢ —1) | (2" — 1), pa je § nula i od 2™ — 1. Dakle, jednakost je
zadovoljena. O

Za narednu teoremu treba nam par elementarnih c¢injenica o Ojlerovoj
funkciji .

Lema 3.2. Neka je n neparan prirodan broj. Tada je p(2n) = p(n) i p(n)
je paran broj.

Dokaz. Ako je n neparno, znamo da je ¢(2n) = ﬁgp(n) = ¢(n), pa je prvo
tvrdenje dokazano. Dalje, svaki k < n ima isti NZD sa n kao i n — k, pa su
ili oba uzajamno prosti sa n, ili oba nisu. Ako je n neparno, onda se skup
{1,2,...,n — 1} moze razbiti u parove oblika {k,n — k}, pa je podskup svih
uzajamno prostih sa n disjunktna unija nekih od tih parova. Dakle, p(n) je
parno za neparne 7n. 0]

Usput, nije tesko dokazati analizom dva-tri sluc¢aja da je ¢(n) paran broj
za sve n > 2, ali nam to ne treba u ovom radu, pa dokazujemo samo za
neparne brojeve i njihove proizvode sa 2.

Teorema 3.3. Neka je n > 1 neparan prirodan broj. Tada je
Dy, () = P, (—2).

Dokaz. Tvrdimo da, ako su €1, €y, ...,Ep(,) SVi primitivni koreni stepena n,
tada su —ey, —€9, ..., —€4(n) SVi primitivni koreni stepena 2n. Kako za nepar-
no n znamo na osnovu leme (3.2 da je ¢(2n) = ¢(n), onda je broj primitivnih
n-tih korena jedinice jednak broju primitivnih 2n-tih korena jedinice.
Ostaje nam da pokazemo da ako je £ primitivni n-ti koren jedinice, onda
je —e primitivni 2n-ti koren jedinice. Ako je 0 < k < n, onda tvrdimo da
je e¥ # —1. Zaista, ako bi £* bilo jednako —1, onda bi bilo ¢ = (%) =
(—=1)2 =11i &2 = 1. Takode znamo da 2k # n jer je n neparan broj, pa
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vazi ili 2k < n, ili 2n — 2k < n. Dakle, dobili bismo stepen manji od n (ili
2k, ili 2n — 2k) na koji dignemo ¢ i dobijemo 1. To je nemoguce, jer red od
€ jen.

Prema tome, ako je 0 < k < n, onda (—¢)* # 1. Stoga ni za jedno
0 < k < n ne vazi (—¢)¥ = 1: za parne k bi sledilo da e* = 1, §to ne vazi,
jer je n red od ¢, a za neparne k bi vazilo da e = —1, §to smo upravo
pokazali da nije tacno. Takode, za 0 < k < n, kako & ¢ {—1,1}, sledi da ni
(—e)"t* = —(—¢)* # 1. Kako je n neparno, (—¢)* = —1 # 1, pa je red od
—¢ jednak 2n. Zbog toga je
O, (—x) = (=2 —e1)(—x — €2)..(— — gym)),
Pon(x) = (x + 1) (@ + €2)...(T + €p(n))-
Dokazali smo da je ®y,(x) = (—1)?™®,(—x), a na osnovu leme Znamo
da je ¢(n) paran broj, pa sledi da ®q,(z) = @, (—2). O

Slede¢om teoremom dat je zapis ciklotomicnih polinoma koji je pogodan
za njihovo izracunavanje, a koristi se i za dokazivanje nekih teorema.

Teorema 3.4. Neka je n proizvoljan prirodan broj. Tada vazi

@) = [J (e — 1)

din

Dokaz. 1z teoreme|3.1)znamo da je 2" —1 = H ®,4(z). Ako na ovo primenimo

din

teoremu 2.3} tj. uzmemo da je F(n) = 2" — 1, onda je f(d) = ®4(x). Prema
ovoj teoremi je f(n HF Dty D (z) = H(ac% — 1)@ 5o je i
dln dln
trebalo pokazati. O
Definicija 3.2. Polinom p(z) = a,2™ + a,_12" ' + ... + a1x + ay je palin-
dromican ako je a,a,_i...a1a¢ palindrom, tj. ako je ap = a,_x, za sve
k=0,1,....,n

Teorema 3.5. Za svaki prirodan broj n > 1, polinom ®,(z) je palindromi-
can.
Dokaz. Tvrdenje sledi indukcijom po n iz sledec¢e leme. Dacemo i njen dokaz.

Lema 3.6. Neka su p(z) i q(x) polinomi takvi da su p(z) i p(x) - q(x) palin-
dromicéni. Onda je polinom q(x) palindromican.



25

m m+n
Dokaz. Neka je p(x) = Zalx q(z Zb ' 1 p(x)g(x) = Z c;iz'. Na
1=0 1=0

osnovu pretpostavke znamo da za sve 0 < 7 < misve 0 <j<m-+n vazi
A; = App—; i Cj = Cm4n—j- (31)

Pretpostavimo da ¢(z) nije palindromic¢an. To znaci da postoji k > 0 takvo
da

b # bn_k (3.2)
i ako je k£ > 0, onda za sve 0 < j < k vazi

b; = bu_. (3.3)

Sada racunamo cj i ¢4, Razlikovacemo dva slucaja. Prvi kada je & < m
i drugi kada je k > m.

Zak<m
k
= E a;by—;
=0
i
m+n—k m
Cmitn—k = E az m+n—k—i E a'z m+n—k—i — E a'ibm—i-n—k—i-
=0 i=m—k
Dalje uvodimo smenu j := m — i i racunamo ¢, 1, _x.
m k k
BI
Cmdn—k = E aibm—i—n—k—i = E am—jbn—k‘-l—j = E ajbn—k+j = aObn—k’ +
i=m—k J=0 Jj=0
k o k 7] k k
E ajbn_(k_j) = aobn_k + E ajbk_j 75 aobk + E ajbk_j = E ajbk_j = Cg.
7j=1 7j=1 j=1 =0

Upravo smo pokazali da je ¢ # ¢pnin_k Sto je kontradikcija.
Za k > m je skoro isto, jedina razlika je Sto su granice suma drugacije. Prvo,
imamo

k m
=y aib_i =Y aby_;.
i=0 i=0

Dalje,



26 GLAVA 3. DEFINICIJA I OSOBINE CIKLOTOMICNIH POLINOMA

m4n—k m jimm—i kil
Cmdn—k = Z aibm+n—k—i = Z aibm-i—n—k—i = Z am—jbn—k—i-j =
i=0 i=0 Jj=0
m m 3 m 2.2
> Ajbnk+j = aobn—k + 3 ajbn_(k—j) = aobn—r + D ajbr—; #
m m
aoby + 3 ajbr—j = > ajby—; = c.
j=1 7=0

I u ovom slu¢aju smo dobili ¢ # Cpin_k, Sto je kontradikcija. Pretpostavka
da ¢(x) nije palindromican uvek vodi u kontradikciju, pa smo dokazali da
¢(x) mora biti palindromican. O

Vra¢amo se na dokaz teoreme [3.5|1 dokazujemo indukcijom po n.
Zan =2 ®&y(x) =z + 1, pa je tvrdenje tacno.
Pretpostavimo da je tacno za sve 1 < k < n i dokazimo da vazi i za n.
n—1
Kako je 2" —1 = H ®4(x), onda iz x = H D4(x) = Pp(x)- H Dy(x)

x j—
dln dln
d#1 1<d<n

sledi da je i ®,(x) palindromi¢an polinom, posto su H ®4(x) (po indukei-

din
1<d<n

z" —1

T = 2" 1" 2 4. ..+ 2+1 palindromiéni polinomi. [
x —

jskoj hipotezi) i

Pre nego sto predemo na dokaze nesvodljivosti ciklotomicnih polinoma
i da su im svi koeficijenti celobrojni, definisa¢emo nekoliko pomoénih lema,
a neke od njih i dokazati.

Definicija 3.3. Neka je p(z) € Z[z] dat sa p(z) = 3 a;z'. Mera polinoma
i=0

p(z) je
m(p(x)) .= NZD(ag,ay,...,a,).

Ako je m(p(z)) ~ 1, onda je p(z) primitivan polinom.
Teorema 3.7. Ako p(z) € Z[z] i k € Z \ {0}, onda je m(k - p(x)) =
k- m(p(x)).

Dokaz. Sledi direktno iz definicije mere polinoma i osobine najveéeg za-
jednickog delioca, da je NZD(kag,kay, ..., ka,) = k- NZD(ag,ay,...,a,).
]

Lema 3.8 (Gausova lema o primitivnim polinomima). Ako su p(x),q(z) €
Z|x] primitivni polinomi, onda je i polinom p(x) - q(x) primitivan.
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Dokaz ove teoreme moze se nac¢i u knjizi Algebra 4, prof. Milana
Grulovica, dokaz Leme 8.17.

Slede¢a lema povezuje polinome nad skupom celih brojeva sa poli-
nomima nad njihovim koli¢nickim poljem, skupom racionalnih brojeva. Da¢emo
njenu formulaciju bez dokaza.

Lema 3.9. Ako je p(z) € Qlz]| polinom, onda postoji. primitivan polinom
m(z) € Zlx] i a € Q takvi da p(x) = api(x). Stavise, p1(z) je jedinstven do
na proizvod sa +1.

Sada ¢emo formulisati i dokazati lemu koja je u neku ruku suprotan
smer Gausove leme (jer se radi o deljenju, a ne mnozenju). Ona i njena
posledica ¢e nam koristiti u dokazu da su koeficijenti ciklotomic¢nih polinoma
celobrojni, a i u dokazu nesvodljivosti ciklotomi¢nih polinoma u Z[z].

Lema 3.10. Neka su p( ) € Zx], q(z) € Qlx] takvi da je p(x) - q(z) € Z[z]
i da su polinomi p(z) i p(x) - q(z) oba primitivni. Onda je q(x) € Z[z| i
primitivan je.

Dokaz. Na osnovu leme , postoji polinom ¢ (z) € Z[z] i a = § € Q takvi
da je ¢ (x) primitivan i da ¢(z) = ag(z). Sledi da

bp(z)q(z) = byp(x)q(z) = ap(z)q(z).
Tada
b ~ bm(p(x)q(x)) = m(bp(x)q(x)) = mlap(x)g(x)) = am(p(x))m(q () ~
a. Dakle, a ~ b, pa o = § = £1. Stoga je i polinom ¢(z) = ¢ (z) primitivan
polinom sa celobrojnim koeficijentima. ]

Posledica 3.11. Neka su p(z) € Z[z|, q(x) € Qx] takvi da je p(x) - q(x) €
Zx] i da su polinomi p(z) i p(x) - g(x) oba monicki. Onda je q(x) € Z|x] i
takode je monicks.

Dokaz. Na osnovu leme [3.10, q(z) € Z[z], a vodeéi koeficijent mu mora biti
1 jer su vodedi koeficijenti p(x) i p(z) - ¢(x) oba 1. (Znamo da je vodeéi
koeficijent proizvoda dva polinoma proizvod njihovih vodeéih koeficijenata.)

[

Posledica 3.12. Neka su p( ) € Z[z], q(x) € Clx] takvi da je p(z) - q(x) €
Zx] i da su polinomi p(x) i p(z) - q(x) oba monicki. Onda je q(x) € Qx] i
takode je monicks.
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Dokaz. Znamo da je p(z)q(x) deljiv sa p(z) u C[z], pa je svakako komplek-
sna nula polinoma p(z) istovremeno i nula polinoma p(x)q(z). Neka je p(x)
nesvodljiv polinom, sledi da je p(z) minimalan (posto je nesvodljiv i monicki)
za neku svoju kompleksnu nulu a. Tada iz p(a)q(a) = 0 i p(z)q(z) €
Q[z] sledi da p(x) deli p(x)q(z) u Q[x] (jer minimalni polinom za alge-
barski element a deli svaki polinom kojem je a nula). Indukcijom, ako je
p(z) = fi(z)...fy(x) rastavljanje polinoma na nesvodljive faktore u Q[z]
takvo da su svi f;(x) monicki, onda je svaki od ¢(z)fi(x)...fr(z) monicki
polinom sa racionalnim koeficijentima. Dakle, potrebno je da na polinome
a(2) Fo(2) Fo)-w- i) 1 9(2) fo(2) fo() () frsn () primenimo bazu induk-
cije pa dobijamo da, ako je q(z)fi(z) fo(x)... fi(x) fix1(z) monicki polinom sa
racionalnim koeficijentima, a znamo da je f;11(z) nesvodljiv monicki polinom
sa racionalnim koeficijentima, onda je i polinom sa kompleksnim koeficijen-
tima q(x)f1(x) fo(z)... fi(x) ustvari monicki polinom sa racionalnim koefici-
jentima. Dakle, ¢(x) je u Q[z] i monicki je. O

Teorema 3.13. Neka je n prirodan broj. Tada polinom ®,,(x) ima celobrojne
koeficijente.

Dokaz. U proizvodu H(xd — 1)”(%) grupiSemo faktore sa p = 1 i posebno
dln

faktore sa u = —1. Kao rezultat dobijamo polinom &, (z) = ggg, gde su

P i Q monicki polinomi sa celobrojnim koeficijentima. Po posledici [3.12]

®,,(z) je polinom sa racionalnim koeficijentima, a posledica daje da su

koeficijenti od ®,,(z) celobrojni. O

Osvrnu¢emo se i na koeficijente ciklotomiénih polinoma. Na pocetku
glave navedeni primeri polinoma ®,,(z) pokazuju da su njihovi koeficijenti 0
ili +1 za male vrednosti n. Ali ovo nije uvek slucaj. Bilo koji broj moze se
naci kao koeficijent ciklotomi¢nih polinoma.

Primer 3.1. Zanimljivo je da se u ®195(z) prvi put javljaju koeficijenti ra-
Ziciti od 1,01 —1.

Bros(x) = 2 + 297 4 2% — B A2 gpAl g0 39 4 086 4 85y 30
233 4 g2 4 81 028 026 024 022 20 4 0T 4 06 4 05 4 04 4 13
o2 — 2 — % - 22" —ab — S+ P+ +1
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3.0.1 Nesvodljivost ciklotomic¢nih polinoma

U narednim teoremama vide¢emo kako se ciklotomi¢ni polinom ®,,, ()
moze predstaviti pomoc¢u polinoma ®,. Posmatracemo slucajeve kada je
m = p. tj. kada je m prost broj.

Teorema 3.14. Za prirodan broj n i prost broj p vazi

O, (2P), kada p deli n;
q)pn<x) = {

D, (zP)
o) U suprotnom.

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati slucaj kada p deli n, analogno se pokazuje i kada
p ne deli n. Prema teoremi [3.4] znamo da je

bnle) = [ (% =1)" =

dlpn
n w(d) n w(d)
H(x%—1> H(x%—1> =
n w(d)
D, (2P) - H (x% - 1>
d|pn

din

pn (d)
Trebalo bi da pogledamo ¢emu je jednak proizvod H (xT — 1>M . Kako

d|pn
din

d deli pn, a ne deli n, onda mora p da deli d. Znamo i da p|n, pa ¢e p?
deliti d. Zaista, ako bi samo p delilo d, onda bi bilo d = pdy, gde p ne deli
do, pa bi iz d|pn sledilo da dy|n, tj. d0|%, odnosno, pdg|n, tj. d|n, sto je
nemoguce. Dakle, p?|d, pa je po definiciji Mebijusove funkcije u(d) = 0, a

pn

(d)
stoga H (xT - 1)M = 1. Time smo dobili da je @, (z) = &, (7).

d|pn
din

Pogledajmo slucaj kada n nije deljivo sa p. U ovom slucaju se delioci od pn
sastoje od delilaca broja n i njihovog proizvoda sa p.

pn (d) pn (d) pn ( d)
@pn(x):H<x7_1>u — H(I’T—:[)M H(I’T"d —1>Mp

d|lpn din dn
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Zbog jednakosti u(pd) = —u(d), dobijamo da je

n p(d) n w(pd)
H(:L'%—:l) H(:):%d—1> =

dn dn
n p(d) n —p(d)
din dln
n w(d)
H (I% — 1)
d|n - (I)n(l’p)
I1 (x%ﬁ - 1)“(pd) O, ()
dln
Time je dokaz zavrSen. [

Posledica 3.15. Neka su n i k prirodni brojevi, a p prost broj. Tada vaZi
jednakost

Dk

p q’n(xp

@, (2%"), kada p delin
— k
(@) ,1) ,kada p ne deli n.

B, (xP"

Dokaz. Dokaz se svodi na primenu prethodne teoreme k£ — 1 put.
s ®,(27"), kada p deli n

) =& 11, (2P) = D, (2P = k

pn(7) peoin(e”) prla” ) —;?I(:f:_z),kada p ne deli n.
Primer 3.2. Izra¢unati @, (£1).
Izracunacemo prvo ®,(1). Ako je n deljivo sa p?, po prethodnoj teoremi je
o,(1) = (p%(lp) = @%(1). Zaista, ako je n = p{'pS*..ppf 1 m = pipa...pk,
tada je ®,(1) = &,,(1). Ostaje da izracunamo ,,(1). Ako je m = p prost
broj, onda je ®,(1) = 171+ 172+ .. +1'+1 = p. Ako je m = pips...px gde
je k> 1 stavicemo da je p=p;in = %. Po prethodnoj teoremi, znamo da

je (1) = i:g; = 1. Prema tome, ako je n > 1 onda je

p, ako je n = p*

1,ako je n # p.

O,(1) = {

Sada izracunajmo ®,(—1). Sledeéi slucajevi su mogudéi:
1) n > 1 je neparan broj. Tada je ®,(—1) = ®q,(1) = 1.
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2) n = 2*. Tada je na osnovu posledice [3.15 @, (r) = zg__ll =22 +1. Odatle
je®,(—1)=0zan=21®,(—1)=2zan=2" gdejek>1.

3) n = 2m, gde je m > 1 neparan broj. U ovom slucaju je ®,(—1) = &,,(1).
Iz izracunatog ®,,(1) sledi da je ®,(—1) = p ako m = p* i ®,(—1) = 1 ako
m ima viSe od jednog prostog delioca.

4) n = 28m, kada je k > 1 i m > 1 neparno. Neka je m = p{"p32...p.
Tada je ®,(2) = o (2°) gde je r = pipo..pr i s = 2F1p0 71 p™~. Stoga
je @, (—1) = Dy (1) = 1.

Teorema 3.16. Za uzajamno proste prirodne brojeve a i n vazi

O, (%) = [ [ Pnal®).

dla

Dokaz. Dokazac¢emo jednakost tako Sto ¢emo pokazati da polinomi imaju sve
iste nule, a kako su oba polinoma monicka sledi¢e jednakost.
Polinom ®,,(z%) je stepena ap(n), a stepen polinoma H D,4(2) je
dla
ng(dn) = gp(n)ng(d) = p(n)a, tj. polinomi su istog stepena. Sada
d| dla
pokazujemo da je svaki a-ti koren primitivnog n-tog korena jedinice ujedno
i koren polinoma H ®,,4(z). Uzmimo da je € n-ti primitivni koren jedinice.
dla
Tada je @, (2%) = H (2 — £¥). Svaka nula polinoma sa leve strane jed-
(n,k)=1
nakosti je oblika ¥, gde je & an-ti primitivni koren jedinice i (k,n) = 1. Ako

an

je h = (k,a), onda je & primitivni 7-ti koren jedinice. Ako uzmemo da

je # = d onda je e¥ primitivni nd-ti koren jedinice, pa je koren polinoma

®,4(x). Ovim je dokaz zavrsen. O

Sledeée dve teoreme koje smo radili na kursu Prstena, polja i teorije Ga-
loa daju nesvodljivost nekih ciklotomi¢nih polinoma. Ponavljamo njihove
dokaze, a usput pokazujemo da su polinomi ¢iju nesvodljivost dokazuju cik-
lotomiéni.

Teorema 3.17. Za prost broj p polinom ®,(x) je nesvodljiv.

Dokaz. Ako pokazemo da je ®,(z + 1) nesvodljiv, onda je ®,(x) nesvodljiv.
Na osnovu teoreme znamo da vazi jednakost



32 GLAVA 3. DEFINICIJA I OSOBINE CIKLOTOMICNIH POLINOMA

z+1)P—1 — _
Pp(z+1) = ((;;1))4 =Pt (D) a4+ (ﬁl)

Kako p? ne deli slobodan ¢lan ovog polinoma i p ne deli koeficijent uz naj-
veli stepen broja z, a deli svaki drugi koreficijent uz x, po Ajzenstajnovom
kriterijumu sledi da je ®,(x + 1) nesvodljiv. O

Teorema 3.18. Za prost broj p polinom ®,2(x) je nesvodljiv.

Dokaz. Neka je ¢ primitivni p?-ti koren iz jedinice. Znamo da je @ —1=
(2P —1) (2P~ 4 2PP=2) 4+ 2% P 1 1), Radi lakseg zapisa ¢emo (xP®P~1 4
2P~ 4 2% — gP 4 1) obeleziti sa g(z). Kako jee?” = 1ie? # 1 (jer je e
primitivni koren), iz jednakosti (e” — 1)g(¢) = 0, mora biti g(¢) = 0. Dakle,
q(z) je stepena o(p*) = p(p — 1) i ima kao nule sve primitivne p*-te korene
iz jedinice, pa q(z) = ®,2(x).

Sada ¢emo pokazati da je ¢(x) nesvodljiv polinom, tacnije, kao u dokazu

prethodne teoreme pokaza¢emo Ajzenstajnovim kriterijumom primenjenim
p(p—1) A
na prost broj p da je polinom ¢g(x+1) = > a;x" nesvodljiv u Z[z|, pa posto
i=0

je @ koli¢nicko polje prstena Z, iz nesvodljivosti u Z|x] sledi nesvodljivosti
u Qz].

Sva tri polinoma (27 — 1), g(z) i #*° — 1 su monicki, pa p ne deli app—1)- Ako
bi za neko 0 < i < p(p — 1) vazilo da p ne deli a;, onda je koeficijent uz xP*
u polinomu ((z + 1)? — 1)g(z + 1) jednak

p
a; + > (?)aj + (1 — 1)ai1p, 8to je zbir a; i ¢lanova koji su deljivi sa p, tj.
-1

koeficijent uz aP** nije deljiv sa p. Sa druge strane, koeficijent uz z?** u

(x +1)" —1 je (pli). Sada ¢emo pokazati da p|(pp+i). Maksimalni stepen

broja p koji deli (p?)! je [”;J + Lg—ij = p + 1, a maksimalni stepen p koji

deli (p+0)!(p* — (p+1)!, gde je 0 < p+i < p?, jeste |2 ] + |[2=H)] <

pbl o)  pHr o) 2 = Kako Pt deli p! i ne deli (p+4)!(p? —

p
21

p
. . . 2
(p+1))! sledi da je (7;) = Grame—gron

2Pt u polinomu (z +1)?° — 1 jeste deljiv sa p, a u ((z 4 1)? — 1)g(z + 1) nije.
Ovim dolazimo u kontradikeiju sa 27 — 1 = (27 — 1)g(x). Jos nam je ostalo

da pokaZemo da slobodan ¢lan polinoma nije deljiv sa p?. To ¢emo uraditi
p—1 )

direktnim racunanjem slobodnog ¢clana polinoma ¢(z + 1) = > (z + 1)
i=0

Svaki (2 + 1)?®~9 ima slobodan ¢lan jednak 1, a suma ide od 0 do p — 1,

deljivo sa p. Dakle, koeficijent uz
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pa je slobodan ¢lan od g(z + 1) jednak p. Dakle, slobodan ¢lan nije deljiv
sa p?. Sada su ispunjeni svi uslovi za primenu Ajzenstajnovog kriterijuma,
pa je q(x + 1) nesvodljiv u Z[z]. Onda je i g(z) nesvodljiv u Zz], pa na
osnovu Gausove leme i u Q|z], jer je @ koli¢nicko polje domena jednoznacne
faktorizacije Z, a q(x) je primitivan polinom stepena veéeg od 0. [

Pokazac¢emo i da nesvodljivost vazi za bilo koji prirodan broj n, a ne samo
za proste brojeve p. Taj dokaz je teorijski dosta zahtevniji nego u slucaju p

ip2.
Teorema 3.19. Polinom ®,(x) je nesvodljiv nad Z.

Dokaz. Neka je ¢ = (3082’“77r + - Sin%T7r n-ti primitivni koren iz jedinice.

Definigimo prvo polinom P, (z) € C|x] sa
P.x)= [ (z—¢&").

1<k<n
(k,n)=1

Naravno, € moze biti bilo koji od ¢(n) primitivnih korena (jer znamo da
pozitivni celi brojevi manji od n i uzajamno prosti sa n formiraju grupu
po modulu n sa operacijom mnozenja). Iz leme polinom P, (z) ima kao
korene sve primitivne n-te korene jedinice. Sledi da su polinomi P,(x) i
®,, () oba istog stepena ¢(n). Dalje, svi primitivni n-ti koreni iz jedinice su
nule oba polinoma, a njih ima tacno ¢(n), pa su to sve nule oba polinoma,
i svi primitivni n-ti koreni iz jedinice su jednostruke nule u oba polinoma.
Stoga su P,(z) i ®,(z) asocirani u C[z]. No, oba su monicki, pa sledi da
P,(z) = ®,(x). Na osnovu teoreme [3.13] sledi da P,(z) ima celobrojne
koeficijente.

Dalje ¢emo pokazati da je P,(x) nesvodljiv polinom nad @. Dokaz ée i¢i u
tri tvrdenja.

Prvo tvrdenje: Neka je € primitivni n-ti koren iz jedinice i f(z) minimalni
polinom nad @ za e, tj. f(x) je monicki sa racionalnim koeficijentima i ne-
svodljiv, i f(e) = 0. Tvrdimo da f(x) ima celobrojne koeficijente. Kako je
e koren od z" — 1 = 0, onda f(z) deli 2™ — 1. Neka je 2" — 1 = f(z)g(z).
Dakle, g(x) € Q[z] 1 monicki je, jer su i f(z) i 2™ — 1 monicki. Iz leme
(gde smo prebacili konstante na drugu stranu) sledi da postoje primitivni
polinomi fi(z),g1(z) € Z[z] i nenula racionalni brojevi a,b € @ takvi da

fi(z) =af(x) i g (x) = bg(x). 1z leme dobijamo

L~ m(fi(2)gi(x)) = m(af(x)bg(x)) = m(ab(x" — 1)) ~ ab.



34 GLAVA 3. DEFINICIJA I OSOBINE CIKLOTOMICNIH POLINOMA

Dakle ab = £1. Medutim, kako je f(x) monicki, sledi da je a vodeéi koefici-
jent polinoma fi(z) € Z[z|, pa a mora biti ceo broj. Analogno i b mora biti
ceo broj, pa a = +1 i b= £1. Dakle, f(z) = +f1(x) € Z[z], pa f(x) ima
celobrojne koeficijente.

Drugo tvrdenje: Ako je p prost broj koji ne deli n, onda je e koren od f(x) =
0. Posto je € koren od P,(z) sledi da f(x) deli P,(z), tj. P.(z) = f(x)h(z),
gde je h(z) monicki polinom i po posledici ima celobrojne koeficijente.
Posto je p uzajamno prost sa n sledi da je P isto primitivni n-ti koren od
jedinice, tj. P,(¢?) = 0. Trebalo bi da pokazemo da je e” koren od f(z).
Pretpostavimo suprotno, da ” nije koren od f(z), onda mora biti koren od
h(z). Dakle, ¢ je koren od h(z?) = 0. Posto je f(z) minimalni polinom za ¢
(nad Q), sledi da f(z) deli h(zP), tj. h(z?) = f(z)q(x), gde je q(z) monicki
polinom sa celobrojnim koeficijentima (po posledici . Takode, posto je
P,(x) faktor od 2" — 1 imamo z" — 1 = P,(x)d(x), gde je d(x) monicki sa
celobrojnim koeficijentima. Dakle, imamo sledec¢e jednakosti:

2" — 1= f(z)h(x)d(x) (3.4)

hx") = f(x)q(z) (3.5)

Pogledajmo sta se desava sa ovim jednac¢inama po modulu p, tacnije, sve
koeficijente polinoma zameni¢emo njihovim ostatkom pri deljenju sa p. Tako
dobijeni polinomi bi¢e u F,[z], ali oznake ne¢emo menjati. Jednacina ({3.5))
bi¢e ekvivalentna sa

(h(x))" = f(z)q(x) (3.6)

u F,[z]. Neka je k(x) u F,[z] nesvodljiv faktor od f(z). Iz jednacine
k(z) deli (h(x))P, pa deli i h(x). Zbog jednakosti (k(x))? deli ™ — 1.
Posto 2" — 1 ima dvostruki koren, onda 2" — 1 i njegov izvod nz"~! imaju
zajednicki koren. Kako su n i p uzajamno prosti i izvod je nenula polinom,
na™ ! ne sme imati isti koren kao 2™ — 1. Ovo nas je dovelo u kontradikciju,
pa je pocetna pretpostavka da eP nije koren od f(x) pogresna.

Treée tvrdenje: f(x) je minimalni polinom nad ) za svaki primitivni n-ti
koren iz jedinice. Na osnovu drugog tvrdenja, za svaki prost broj p koji ne
deli n, ? (koji je opet primitivni n-ti koren iz jedinice) je i koren od f(z) = 0.
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Posto je f(z) monicki i nesvodljiv, on ¢e biti minimalan i za primitivni koren
eP. Istu logiku mozemo primeniti vise puta i kao rezultat ¢emo dobiti da je
f(z) minimalni polinom za eP*Pm gde su py, ps...p, prosti brojevi uzajamno
prosti sa n. Iz toga sledi da je €* (gde je k uzajamno prost sa n) isto koren
od f(x).

Dakle, f(x) ima sve nule koje ima P,(z), a u P,(z) je svaka od njih
jednostruka. Stoga P,(x) | f(z). Posto je f(z) nesvodljiv sledi da je f(x) =
P,(x) (jer su asocirani i oba monicki). Dakle, ®,(z) = P,(z) je nesvodljiv.

O]

3.0.2 Ciklotomicéni polinomi i red broja po prostom
modulu

Lema 3.20. Neka je n prirodan broj i d delilac broja n. Ako je x ceo broj i
p prost broj koji deli ®,,(x) 1 Pg(x), onda p delin.

Dokaz. Prema teoremi [3.1|vazi da je 2" — 1 = H ®,(z), pa je 2™ — 1 deljivo
qln

sa @, (z)Py(z). Kako je p prost broj koji deli i ®,,(x) i ®4(x) onda polinom

z" — 1 ima dvostruku nulu po modulu p, §to po teoremi [2.18 znaci da p deli

n. O]

Posledica 3.21. Neka su m i n prirodni brojevi, a p prost broj koji ne deli
mn. Tada ne mogu i @, () i ®p(x) biti deljivi sa p za istu vrednost broja x.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da su oba polinoma ®,,(z) i ®,(z) deljiva
sa p za neko x. Tada polinom ™" — 1 ima dvostruku nulu po modulu p, sto
bi po teoremi znacilo da p deli mn, a to je u kontradikciji sa uslovom
teoreme. [

Lema 3.22. Neka sum @ n prirodni brojevi, a p prost broj koji ne deli ni m
nin. Tada su u Z, polinomi ®,,(x) i ®,(x) uzajamno prosti.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da polinomi ®,,(z) i ®,(x) nisu uzajamno
prosti, odnosno da postoji polinom g(x) # 1 koji deli oba ova polinoma.
Kako ®,,(z)®,(x) deli polinom ™ — 1, onda i ¢g*(z) deli 2™ — 1, &to je
zbog posledice nemoguce u Z,. O

Podse¢amo na Definiciju reda broja a po modulu p i oznake o,(a)
kojom smo ga oznacavali.
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Teorema 3.23. Neka je p prost broj. Tada za sve prirodne brojeve n i cele
brojeve a, pri cemu su a i p uzajamno prosti, vazi ekvivalencija

p|®n(a) < op(a) = n.

Dokaz. Dokaza¢emo indukcijom po n. Tvrdenje je tacno za n = 1, jer je
®,(z) = v — 1. Pretpostavimo da vazi za svako k < n i dokazimo za n.

(=) Pretpostavimo da za neko a vazi da p|®,(a). Tada je a" — 1 =0 (mod
p), odnosno a® = 1 (mod p). Pretpostavimo da je o,(a) = k # n. Tada
iz indukcijske hipoteze imamo da je ®x(a) = 0 (mod p). Medutim, tada je
®,,(a) = Pr(a) = 0 po modulu p, sto znaci da k|n, pa po lemi sledi da
p|n, $to je u kontradikeiji sa uslovom teoreme.

(<) Neka je o,(a) = n. Tada je @™ = 1 po modulu p, tj. a" —1 =0 (mod
p), odnosno H ®r(a) = 0 po modulu p, pa sledi da p|®,(a) za neko k koje

k|n

deli n. Medu‘!im, takvo k£ < n ne postoji, jer bi u slucaju da postoji vazilo
da p|a® — 1, 8to je nemoguée jer je n najmanji broj za koji vazi da je a® = 1
(mod p). Dakle, k = n i time je dokaz zavrsen. O

Teorema 3.24. Neka je n prirodan broj ¢ x ceo broj. Tada za svaki prost
delilac p polinoma @, () vazi ili da je p =1 po modulu n ili da p deli n.

Dokaz. Ako p|®,(x), onda p ne deli z. To je zbog toga Sto p|®,(x), a
O, (z)|2™ — 1, tj. p|z™ — 1, pa ne moze da deli . Neka je k = o,(x). Posto
plz™ — 1, to je 2" = 1 (mod p), pa k deli n :

1) k = n. Tada iz Male Fermaove teoreme vazi da je 27~! = 1 (mod p),
odnosno da nlp — 1 < p =1 (mod n).

2) k < n. Posto vazi

O=2F-1= H(I)d(x) (mod p)

dlk
sledi da za neko d koje deli k vazi da p|®4(x). Medutim, posto p|®,(x), d|k
i k|n, to iz leme [3.20] sledi da p|n. O

Lema 3.25. Neka su a i b prirodni brojevi, a x ceo broj. Tada vaZi da je
NZD(z* —1,2° — 1) =| 2@ — 1.

Dokaz. NekajeT = (z¢—1,2°—1)it = (a,b). Posto ' —1|z¢—1ia'—1|zb—1
sledi da o' — 1T Iz T|z* — 1 sledi da je (z,T) = 1. Neka je or(z) = d, tj.
=1 (mod T). Tada d|a i d|b, pa d|t. Dakle, 2% — 1|z — 1. Kako T'|2% -1, a
¥ — 1|zt —1sledi da T|z* —1. Posto ' —1|T i T|at —1toje T =|2'—1]. O
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Teorema 3.26. Neka sum i n prirodni brojevi takvi da m > n. Ako za neko
celo x vazi da je NZD(®,,(x), P,(x)) > 1, onda su i NZD(P,,(z), P, (z)) i

™ stepeni istog prostog broja p.

Dokaz. Pretpostavimo da je p prost broj koji deli i ®,,,(x) i ®,,(x). Pokaza-
¢emo da je tada ™ stepen broja p. Tacnije, pokazacemo da ako je m = p*M
in=p°’Ngdesu (pM)= (p,N) =1, onda je M = N. Kako p|®,,(x), a
D, (z)]x™—1 sledi da p|z™ — 1, odnosno x i p su uzajamno prosti. Pokazimo
da p|®y(x). Ako je a = 0, onda je tvrdenje dokazano, jer je onda m =
p"M =1- M, pa p|®y(z). Ako je a # 0 iz posledice vazi

0=®,,(z) = Pparr(z) = Par(2P”) (mod p),
pa p|®y(2P”). Medutim, 2#* = x-2" 1 = z-277! = z (mod p). Odatle sledi
0=y (2P") = Pp(x) (Mmod p).

Slicno, p|Py(z).
Pretpostavimo sada da je M > N i neka jet = (M,N), t < M. Posto
p|®y(2)|z™ — 11 p|®n ()2 — 1, onda p|(z™ — 1,2N — 1). Iz prethodne
leme sledi p|zt — 1 = H ®,(x). Dakle, postoji delilac d broja t takav da p
dft

deli ®4(z). Medutim, d|t i t|M i p|®y(x), pa po lemi sledi da p|M, sto
je kontradikcija. Dakle, nije M > N. Analogno, ne vazi ni N > M, pa sledi
da M = N.

Konaéno, ako bi NZD(®,,(z), ®,(x)) imao i neki drugi prost faktor ¢ # p,
isti dokaz bi se mogao primeniti i na ¢, pa bismo dobili da je ™ takode i stepen

broja q. No, to je nemogucée zbog m > n, p # ¢ i jednoznacne faktorizacije
u Z. O]
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Glava 4

Vederburnova teorema

Jedna od najznacajnih primena ciklotomi¢nih polinoma je dokaz Veder-
burnove teoreme o komutativnosti konacnih tela.

Definicija 4.1. Telo je prsten u kom su jednakosti axr = b i bx = a jedin-
stveno resive za svako a # 0.

Naravno, ako b # 0 # a, reSenje jednacine ax = b ne moze biti x = 0,
jer a0 = 0 vazi u svakom prstenu. Slicno za za = b. Dakle, ako je R telo,
(R\ {0}; ) je kvazigrupa.

Lema 4.1. Ako je R prsten sa jedinicom 1 i1 € F C R potpolje od R, onda
je R wvektorski prostor nad F'.

Dokaz. (R;+) je Abelova grupa, a ostale osobine vektorskog prostora slede
iz asocijativnosti mnozenja, distributivnosti mnozenja prema sabiranju i ¢i-
njenice da jedinica R pripada F'. O]

Treba nam jos nekoliko ¢injenica o telima koje se ne uce na standardnim
kursevima algebre, ali se dokazuju isto kao poznate teoreme o poljima. Samo
ih navodimo bez dokaza. Ako je R telo, kazemo da je M modul nad tim telom
ako je (M;+) Abelova grupa, a elementi R mnoze elemente M sa osobinama
kao u slucaju vektorskog prostora (sem $to medusobno mnozenje elemenata
tela ne mora biti komutativno). Tada M ima bazu nad R, dakle linearno
nezavisan skup elemenata B C M takav da se svaki element M moze na
jedinstven nacin napisati kao linearna kombinacija elemenata iz B. Sve baze
M nad R imaju istu kardinalnost i ako je baza B kona¢na, |B| = n onda
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|M| = |R|™. Sve ovo se dokazuje potpuno analogno kao u Linearnoj algebri,
a ne mora da vazi ako je M modul nad prstenom R koji nije telo.
Konac¢no, podsec¢amo se nekih ¢injenica iz Teorije grupa.

Lema 4.2. Neka je G konacna grupa i x € G. Sa

Ca(r) ={y € R|zy = yx}

obeleZavamo centralizator elementa z, dok sa
0, = {yxyil |y € R*}

obelezavamo klasu konjugacije ili orbitu elementa x [konkretnije, orbitu u
odnosu na konjugaciju/. Tada je Cg(x) podgrupa od G i vazi
|G|
0.1 = (6 Cola)] = 1.
Ca(x)]
Skica dokaza. Dokaz da je Cg(x) podgrupa od G ide po definiciji, gde zat-
vorenost za inverze dobijamo tako Sto jednakost gr = xg pomnozimo sa obe
strane sa g~!. Preslikavanje ¢ : G — O, dato sa ¢(g) = grg~! je sirjektivno
(ocigledno), i vazi ¢(g) = p(h) akko grg™' = hah™' akko h™'gz = zh™'g
akko h™lg € Cg(z) akko gCq(x) = hCq(z). Dakle, jezgro ker ¢ je desna
kongruencija po modulu podgrupe Cg(z), pa |0, = [G : Ca(z)]. O

Napominjemo da je {O, : € G} particija skupa G i da |O,| = 1 akko
z € Z(G).

Teorema 4.3. Neka je G konacna grupa, a T transverzala svih klasa konju-
govanosti koje imaju vise od jednog elementa (dakle svih klasa konjugovanosti
koje nisu u centru Z(Q)). Tada

Gl =12(G) +_IG : Col(x)).

Dokaz. Kako je Z(G) transverzala svih klasa konjugovanosti koje su jed-
noelementne (videti napomenu pre teoreme), a T transverzala svih klasa
konjugovanosti koje imaju vise od jednog elementa, i kako klase konjugov-
anosti ¢ine particiju skupa G, dobijamo

Gl=" D 10 = D 10:[+ Y 10: = 12(G) + Y G : Cala)].
z€TUZ(G) z€Z(G) xeT xeT

Poslednja jednakost vazi na osnovu leme [4.2] O
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Teorema 4.4. Svako konacno telo R je komutativno.

Dokaz. Kako je R\ {0} kvazigrupa i polugrupa, onda je grupa. Dakle R ima
jedinicu 1 i nema delitelje nule. Karakteristika je stoga prost broj p i za sve
a # 0 vazi pa = 01 red(a) = p. Razmotrimo potprsten generisan sa 1. Taj
potprsten je komutativno telo, dakle polje Z, sa p elemenata. Lema nam
kaze da je telo R vektorski prostor nad F,. Ako je r dimenzija ovog prostora,
onda R sadrzi p" elemenata. Neka je Z centar polja R, tj. skup elemenata iz
R koji komutiraju sa svim elementima iz R. Tada je Z polje koje sadrzi F},
Sto znaci da Z ima ¢ = p°® elemenata. Telo R je takode vektorski prostor nad
Z. Ako je dimenzija polja R nad Z jednako ¢, onda R sadrzi ¢' elemenata,
odnosno p" = ¢' = p*. Ho¢emo da pokazemo da je R = Z, tj. dajet = 1.
Time ¢emo pokazati da svi elementi iz R medusobno komutiraju.
Za svaki element x iz R, razmotrimo centralizator

Cr(r) ={y € R | vy = yx}.

Jasno je da je Cr(x) zatvoren za mnozenje i razliku, pa je Cr(x) potprsten
od R koje sadrzi Z. Takode, iz leme sledi da je Cg(x) zatvoren i za
inverze svojih nenula elemenata, pa je Cr(x) podtelo od R.

S jedne strane, telo Cr(7) je vektorski prostor nad Z i sadrzi ¢% eleme-
nata, gde je d, prirodan broj koji zavisi od z, a sa druge strane, R je modul
nad Cg(z), pa je ¢* = (¢%)* = ¢%*, tj. d,|t. Za svaku klasu konjugovanosti
O, elementa z € R* imamo | O, |= — &l = -1

. . e ICr(z)\{0} " qdr—1°
primenjena na multiplikativnu grupu R* daje

Klasovna jednacina

¢ —1
g — 1

R =q' =1=(qg—1)+ )

(4.1)

gde suma ide po orbitama za koje je d, < t (d, =t odgovara elementima 7
kojih ima ¢ —1 u R*). Pomocu ciklotomi¢nih polinoma ®,(z) dokazujemo da
je jednakost moguéa samo za t = 1. Zaista, polinom z! — 1 je deljiv sa
®,(x). Pored toga, ako d,|t i d, < t, onda 2% — 1 i ®;(x) nemaju zajednickih
korena (svi koreni ®;(z) su primitivni #-ti koreni iz jedinice, a koreni 2% — 1
nisu, jer d, < t). Dakle, polinomi L

;f;;l su deljivi sa ®;(x). Stoga, brojevi

¢ —1isvi q‘{;ill su deljivi sa ®;(q). Iz (4.1)) sledi da ®,(q) | (¢ — 1).
S druge strane, | ®:(q¢) |=[[|¢—¢ci|>qg—1,jerje | e |=1i¢; # 1. O




42

GLAVA 4. VEDERBURNOVA TEOREMA



Glava 5

Zigmondijeva teorema

Cilj ove glave je da dokazemo sledeéu teoremu Zigmondija:

Teorema 5.1. Neka su a @ n prirodni brojevi veci od 1. Tada postoji prost
delilac p od a™ — 1 takav da o,(a) = n, sem u sluc¢ajevima kada je n = 2,
a=2"—1,gdejes>2ilin=6,a=2.

Na osnovu teoreme [3.23] mozemo posmatrati polinom @, (a) i njegovu
deljivost sa p. Pre nego sto dokazemo samu teoremu, dokaza¢emo dve leme
koja ¢e nam Kkoristiti u dokazu. Za dokaz prve leme koristi¢e se i poznata
Lema o podizanju stepena (Lifting the Exponent Lemma - LTE), pa é¢emo
prvo nju formulisati i dokazati. Buduéi da nas interesuje lema o podizanju
stepena za neparan prost broj, nju ¢emo dokazati, dok ¢emo lemu vezanu za
prost broj 2 samo formulisati.

Najvedi stepen prostog broja p koji deli a oznacavacemo sa v,(a), tj.
ako je v,(x) = a onda p®|z i p**! { x.

Teorema 5.2. Lema o podizanju stepena za p = 2 Neka su x iy neparni
celi brojevi takvi da 4|z —y. Tada

V(2" — y") = va(x — y) + v2(n).

Teorema 5.3. Lema o podizanju stepena Neka su x iy celi brojevi, n
pozitivan ceo broj i p neparan prost broj takav da plr —y iptx ipty. Tada

vp(x" —y") = vp(x — y) + vy(n).
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Dokaz. Dokazatemo indukcijom po v,(n). Prethodno pokazujemo jedno tvr-
denje koje ¢e nam koristiti u dokazu baze:

ple" 2" 2y + 2y 2 4y akko pln.

Kako je x —y = 0 (mod p), tj. © =y (mod p) onda je 2" ! + 2" 2y +
a2yt =gt a2 4 -2 2+ 2" = n- 2P Znamo
da vazi pfx, pa plz" ' + 2" 2y + ... + zy" % + y" ! akko p|n - xP~! akko pn,
¢ime je tvrdenje dokazano.

Treba nam sada baza indukcije v,(n) = 0, kao 1 specijalan slu¢aj n = p.
Ako v,(n) =0, onda p 1 n, pa je

v —y") =v((@ —y) (@ + 2"y + ey 4y ) =
vp(r —y) + o, (2" N+ 2" Py + 2y YY) = v, (T — ),

gde poslednja jednakost sledi na osnovu tvrdenja, pa je baza dokazana.

Sad dokazujemo v,(z? — y?) = v,(r — y) + 1. Treba da dokazemo dve
stvari, da

plaP ™t Py 4 ayP R P
ida
pPraP Py b ayP T gy

Prvo smo dokazali u tvrdenju, pa preostaje drugo.

Neka je y = x + kp, gde je k ceo broj. Za ceo broj t, 1 <t < p e biti

ap Iyt = P (g kep)t = 2P (a b kpeaP L U (kp) 224 ) =
oP 1 (2t 4 t(kp)at™) = 2Pl 4 t(kp)aP? (modp ).

Koristeci ovo, dobijamo

P a2y + oy P yP = a4 (P 1 kp e aP ) + (2P 4+ 2kp -
2P 2) 4+ (P (p=Dkp-aP ) =p-aP (1424 +(p—1))kp-aP~2 =
pxp_l _.I_ @kp . :L‘p_2 = p,ﬂjp—l + p%lk‘p2 . xp_2 = pxp_l’

a to nije ekvivalento sa 0 po modulu p? jer p{ x. Dakle, dokazali smo da je
vp(a? — ) = vp(z —y) + L.

Prelazimo na dokaz induktivnog koraka. Pretpostavimo da je n = p® - b
gde je > 11 (p,b) = 1. Tada je

0y (3" — ) = (27" = (7)) = (e — ") = (27" — (7)) =
@™ =) 1 = (@ ) 1= gla g 2=
o (@) = (1) + o — 1 = vz — ) + o = v,z — y) + 1, (n)
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U drugoj jednakosti koristili smo bazu indukcije, a u ¢etvrtoj specijalan slucaj
n=n. O]

Lema 5.4. Neka su a i n prirodni brojevi veéi od 1. Ako su svi prosti delioci
od ®,(a) ujedno i delioci broja n, tada je ®,(a) prost broj koji deli n ili je
n=2.

Dokaz. Neka je p proizvoljan prost broj takav da p|®,(a). Iz uslova leme
sledi da p|n. Takode, znamo da su p i a uzajamno prosti brojevi zato sto je
konstantan ¢lan u @, (z) jedinica. Neka je k = o,(a). Dakle, 1 < k < p, pa
su k i p uzajamno prosti.

Kako vazi (k, p) = 1, na osnovu teoreme[3.23|vazi da p|®4(a). Izk < p <n
dobijamo da k # n, a znamo i da p|Px(a) i p|P,(a), pa su ispunjeni uslovi

za primenu teoreme [3.26, Iz te teoreme sledi da je # = p' za neki prirodan
broj ¢ > 0. Dalje je

" — 1=, (z) - Q)
za neki polinom Q(z). Primetimo da z» — 1|Q(x), jer su svi koreni polinoma
xr — 1 n-ti koreni iz jedinice koji nisu primitivni.
Ako je p neparan prost broj tada tvrdimo da je v,(a™ — 1) = vy(ar — 1) + 1.
Naime, pla® — 1, a znamo da k|%, posto su k i p uzajamno prosti (zato §to
klp — 1), pa sledi da p|a% — 1. Sa druge strane, naravno da p 1 1, a stoga i
p1ar. Vidimo da su ispunjeni uslovi za primenu Leme o podizanju stepena
koja za neparan prost broj p daje drugu jednakost u slede¢em nizu:

vp(a” —1) = Up((a%)p —17) = Up<a% —1) +uy(p) = Up<a% -1+ 1

Kako (ar — 1)®,(a)|(a™ — 1), onda je stepen broja p koji deli ®,(a) najvise
1. Ali, mi znamo da p|®,(a), pa je stepen broja p koji deli ®,(a) tacno 1.
Neka su p i ¢ prosti brojevi takvi da i p i ¢ dele ®,,(a). Tada i pi ¢ dele n,
pa primenom gornjeg argumenta i na jednog i na drugog dobijamo da je

n=p"k = q"ky,

gde je k1 = op(a) i ky = o4(a).
Primetimo da 7 = kilp—11i rl kslg — 1. U tom slucaju, iz g|k; sledi
da g|(p — 1), a iz p|ky sledi da p|(¢ — 1). Dakle, ¢ < p—1,ap < ¢ — 1, §to
je nemoguce. Iz ovoga sledi da ®,,(a) ima najvise jedan prost faktor i ako je

neparan, onda je ®,(a) prost.
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Pretpostavimo da je ®,(a) paran broj, dakle ®,(a) je stepen dvojke. O¢i-
gledno je da je k = os(a) = 1, pa sledi da je n = 2'. U tom slucaju se
indukcijom lako pokazuje da je ®g(a) = a* ' +1 = 2 po modulu 4, kada je
n # 2. Dakle, kada je n # 2 vazi da 4 ne deli ®,,(a), odakle sledi tvrdenje. [

Lema 5.5. Neka su a,n prirodni brojevi veéi od 1. Neka je n = pFr, gde je
k >0, a p je prost broj koji ne deli r. Tada je

®,(a) > (BP72(b — 1))7"
gde jeb=a?" ",
Dokaz. Na osnovu posledice [3.15| znamo da je

o, (bP
®n(a) = <I>T((b)) '

Prvo dokazujemo slucaj kad n = p*, odnosno r = 1. Tada ¢(r) = 1,
O (r)=x—-11

D, (a)

-1 a1 &L - -
:b—l:apk—l_lzzalpk1:1+apk1—|—“‘+a(p71)pk1>
=0

a@= P = gl s et 2 — (2 () — 1))¢0),

Sad pretpostavljamo da r > 1, tj. da n nije stepen prostog broja. Tada,
znamo da je ®,.(0P) = H (b — ¢) 1 da u proizvodu ima ¢(r) Cinilaca

ord(e)=r
e"=1

(posto ima ¢(r) primitivnih r—tih korena iz jedinice). Takode, za sve te €
koji ucestvuju u gornjem proizvodu znamo da € # 1 jer r > 1, pa 1 nije
primitivni 7-ti koren iz jedinice. Dalje, moduo svakog od izraza |[bP — €| je
veli od 0P — 1 (sledi iz nejednakosti trougla, jer |¢| =11 znamo da e # 1). Iz
neprekidnosti ®,,(x), kako nema nula na realnom intervalu [b”, +00) i kako je

liril ®,,(z) = 400 (ovo poslednje jer je vodeéi koeficijent polinoma ®,,(z)
T—r+00

jedinica, dakle pozitivan je), zakljucujemo da je ®,.(b) > 0. Stoga dobijamo

@,7) = o, = [ ¥ —e)l > — 170,

ord(e)=r
e"=1

Slicno je ®,(b) < (b + 1)¢™) jer ®,.(b) = H (b — ¢€), u proizvodu ima

ord(e)=r
e"=1

¢(r) izraza i moduo svakog od njih je manji od b+ 1. Ubacivanjem ®,.(b7) >
(P —1)¢0) i ®,(b) < (b4 1)¥™) u gornju jednakost dobijamo
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B, (a) = O, (bP) (b:+—11)w(r)'

Ako iskoristimo da je b» — 1 > bP=2(b* — 1) dobijamo sledece

w—1 w(r) bp—2<62 o 1) w(r)
P > —— - 7 =
> (57) > ()

1/ _ o(r) )

b+1
O
Vratimo se na dokaz Zigmondijeve teoreme.
Dokaz. Za n = 2 proveravamo navedeni izuzetak ubacivanjem vrednosti.

Znamo da je p prost broj koji deli a*> — 1 = (a — 1)(a + 1). Ako pla — 1,
onda je oy(a) = 1, pa op(a) # 2 = n. Dakle, mora biti pla + 1. Ako je a
oblika 2% — 1, onda p[(2° — 1) + 1 = 25 Jedini prost faktor koji deli ovaj
izraz jeste p = 2, ali u tom slucaju nije oy(a) = 2, jer je (2° — 1) =1 po
modulu p = 2, pa je os(a) = 1. Time je izuzetak potvrden. Sa druge strane,
ako a nije oblika 2° — 11 n = 2, onda a + 1 ima neki neparan prost faktor p
ia=—1(mod p), pa oy(a) =2 = n. Dakle, za n = 2 teorema vazi za a koji
nisu oblika 2° — 1, a ne vazi za a koji su oblika 2% — 1.

Pretpostavimo da je n > 2. Ako pretpostavimo da postoji prost broj p
takav da p|®,(a) i p ne deli n, onda na osnovu teoreme znaci da je
op(a) = n, §to i treba da dokazemo.

Preostaje nam slucaj kada n > 2 i za svaki prost broj p za koji deli ®,(a)
vazi da p deli n. Tada na osnovu leme vazi da je ®,(a) = q za neki prost
broj q koji deli n.

Neka je n = ¢*r, gde ¢ ne deli r. Na osnovu leme znamo da je
g > (b2~ 1))7"

gde je b = a?'. Ako je ¢ > 5 tada vazi da je b2 > ¢ za sve cele brojeve
b. Ovo ¢emo pokazati indkucijom po ¢, ali ¢emo prvo pokazati da je b > 1.
Znamo da je a > 1idaje k > 0 (jer p|n), pa je p*~! > p° = 1, iz cega sledi
da je b = a?* ' > a! = a > 1. Vracamo se na indukciju po ¢. Dokazujemo da
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za sve prirodne brojeve ¢ > 5 vazi b2 > ¢. Za b znamo da je prirodan broj
veéi od 1, pa vazi da je b > 2. Za ¢ =5 je

P2 =1 > =8> 5,

pa baza ¢ = 5 vazi.
Pretpostavimo da vazi b2 > ¢ i dokazimo da vazi b@+D=2 > ¢ + 1.

plat=2 — pla=2+1 — . p172 > 2. p972 5 94 > g+ 5> g+ 1.

Ovim smo pokazali da je b9~2 > ¢, pa je i (b972(b — 1))?™ > ¢. Ostaje
samo da proverimo za ¢ = 3. Ako je ¢ = 3, izraz sa desne strane postaje
(b(b—1))¥"), gde je b = a3 . Posto je a prirodan broj veéi od 1, najmanje
Sto moze biti je 2. Ako uzmemo bilo koji veéi broj od 2, ima¢emo da desna
strana nije manja od 3, pa a mora biti 2. Tada je k = 11 ¢(r) = 1, inace
opet imamo da je desna strana veca od 3, dakle k =11ir =11li r = 2. Sada
racunamo koliko jen. n = ¢*-r, tj. n=3'-1=3ilin=3"-2=6.U
slucaju kada je n = 3, proveravanjem dobijamo da a® —1 =23 —1 =71 za
p =T opy(a) = 07(2) = 3 = n, pa tvrdenje vazi. Medutim, u slucaju kada je
a=2in =6 dobijamo da a® — 1 = 2% — 1 = 63, prosti delioci od 63 su 7
13, 03(a) =03(2) =2#6=n1ior(a) = 07(2) =3 # 6 = n, pa tvrdenje ne
vazi, ¢ime je i drugi izuzetak dokazan. O]

Naves¢emo jo§ samo generalizaciju tj. punu formu Zigmondijeve teo-
reme. Dacemo teoremu bez dokaza.

Teorema 5.6. Neka su a,b in prirodni brojevi takvi da jemn > 1ia > b > 0.
Tada postoji prost broj q koji je delilac polinoma a™ — 0" takav da q ne deli
@ — W za svako j, 0 < j < n, sem u sluc¢ajevima kad jen = 2, a +b = 2°
gdejes>2in=6,a=21ib=1.
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