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Predgovor

Uzastopni razlomci pored svog neobi¢nog izgleda imaju niz zanimljivih osobina i
primena. Najc¢eS¢e primene su u teoriji brojeva i numerickoj aproksimaciji. Jedna od
takvih primena vezana za raCunanje sa transcedentnim funkcijama dovela je do prvog
dokaza iracionalnosti broja 7. Posebno je inspirativna veza ovih zanimljivih razlomaka

sa nekim delovima kombinatorike kao §to su permutacije i poplocavanja.

Cilj ovog rada je predstavljanje nekih klasa uzastopnih razlomaka i veza koje ti
razlomci imaju sa slozivim 1 tezinskim poploCavanjima, kao i njihova zajednicka

primena u teoriji brojeva. Rad je podeljen u Sest poglavlja.

Prva glava je uvodna i u njoj je dat istorijski osvrt na pojavu i razvoj teorije
uzastopnih razlomaka i1 broja e. Pored toga, uvedeni su 1 osnovni pojmovi vezani za

poploCavanja n - trake.

U drugoj glavi definisani su konacni i1 beskonacni uzastopni razlomci kao i
specijalna klasa 1 jednih 1 drugih, jednostavni razlomci. Dokazano je da se svaki
racionalan broj moze prikazati u obliku kona¢nog jednostavnog uzastopnog razlomka na
tatno dva nacina. Takode je dokazano da su jednostavni beskonacni uzastopni razlomci
iracionalni brojevi, kao 1 da se svaki iracionalan broj moze zapisati u obliku
beskonacnog jednostavnog uzastopnog razlomka. Razmatrani su i periodi¢ni beskonacni
uzastopni razlomci i utvrdeno je da oni predstavljaju kvadratne iracionalnosti (realan
broj je kvadratna iracionalnost ako je koren kvadratne jednacine sa celobrojnim

koeficijentima i pozitivnom diskriminantom).

U trecoj glavi je izlozena teorema koja daje vezu izmedu slozivih poplocavanja sa
zadatim visinskim uslovima i odgovaraju¢eg kona¢nog uzastopnog razlomka. Uvedena
su tezinska poploc¢avanja koja su pored »n - traka razmatrana i na kruznim i periodi¢nim

trakama.



Cetvrta glava ovog rada bavi se primenama poplo¢avanja i uzastopnih razlomaka u
teoriji brojeva. U njoj su opisane neke osnovne veze izmedu Fibonacijevih i Lukasovih
brojeva 1 uzastopnih razlomaka. U ovoj glavi dat je i jedan inspirativan dokaz poznatog
tvrdenja da se svaki prost broj oblika 4k +1, gde je k£ neki prirodan broj, moze na

jedinstven nacin predstaviti kao zbir kvadrata dva prirodna broja.

U petoj glavi opisana je primena tezinskih poplocavanja na izraCunavanje konacnih i

nekih beskonaénih uzastopnih razlomaka sa realnim parcijalnim koeficijentima.

Kroz primer jedne reprezentacije broja e kao beskona¢nog uzastopnog razlomka, u
poslednjoj, Sestoj glavi ovog rada, predstavljena je veza izmedu rastroja poretka,
permutacija bez fiksnih susedstava i slozivih poplo€avanja sa visinskim uslovima koji su
definisani parcijalnim koeficijentima konvergenata pomenute reprezentacije za e. Da je
taj beskonacni uzastopni razlomak zaista jednak broju e, dokazali smo na dva nacina.
Osim za ovu, dat je dokaz za jo$ jednu reprezentaciju broja e kao beskonacnog

uzastopnog razlomka.

Zahvaljujem se svom mentoru dr Olgi Bodrozi — Panti¢ na nesebi¢noj pomo¢i i
razumevanju tokom izrade ovog rada. Takode se zahvaljujem clanovima komisije, dr

Jeleni Aleksi¢ i dr Petru Papicu na sugestijama i primedbama.
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Glava 1

Uvod

Neka je data kvadratna jednacina x* —2x—1=0.

—b+~b* —4dac
2a

Koriste¢i kvadratnu formulu x,, = , dobijamo da su reSenja ove

jednagine x, =14++/2 =2,4142135... i x, =1—+/2 =0,4142135....

Medutim, $ta ako jednacinu transformiSemo tako S$to kvadratni ¢lan ostavimo na levoj
strani a ostale ¢lanove prebacimo na desnu stranu jednacine, pa zatim celu jednacinu

podelimo sa x?

Dobi¢emo x =2 —1—1.
X

. - e g : y . 1
Na desnoj strani jednacine i dalje imamo nepoznatu x koju moZemo zameniti sa 2 + —.
X

Na taj nac¢in dobijamo x =2+ —=2+—— . Nastavljajucu ovaj postupak jo$ nekoliko
o 24—
X

puta dobijamo,

x=2+ 11 . (1.1)
2+ ———

24—

2+—

24—

X

Kako je izraz na desnoj strani jednakosti (1.1) sve slozeniji i pritom u njemu i dalje

figuriSe nepoznata x, ¢ini se da smo sve dalje od resenja jednacine.



Ipak, razmotrimo detaljnije desnu stranu jednakosti (1.1). 1z nje se moZze izolovati niz

izraza

, 2+ P24 . (1.2)

2+

Kad se gornji izrazi iz niza izraza (1.2) pretvore u razlomke pa potom zapiSu u

decimalnom zapisu dobija se redom,

2; 2: 2,5; 2: 2,4; @Z 2.4166666...; 70 =2,4137931...
2 5 12 29
Prime¢ujemo da je svaki slede¢i izraz iz (1.2) sve blizi pozitivnom reSenju

x, = 1+~/2 =2,4142135... kvadratne jednadine x> —2x—1=0.

Iz ovog opazanja radaju se neka pitanja. Najpre, ako nastavimo da formiramo nove
¢lanove niza (1.2), da 1li ¢e se nastaviti trend dobijanja sve boljih aproksimacija

pozitivnog resenja pocetne kvadratne jednacine? Pretpostavimo sada da se postupak

zamene x sa 2 +l u jednakosti (1.1) odvija neprekidno. Na taj nacin dobijamo
X

x:2+;1. (1.3)
SN
24—

Namece se pitanje: Da li je izraz na desnoj strani jednakosti (1.3) ustvari jednak
pozitivnom reSenju kvadratne jednacine x> —2x—1=0? Odgovore na ova, kao i na
mnoga druga zanimljiva pitanja da¢emo u ovom radu. Izrazi iz (1.2) i izraz s desne
strane jednakosti (1.3) samo su neki od primera Siroke klase matematickih izraza po
imenu uzastopni razlomci. Neke vrste uzastopnih razlomaka i njihove osnovne osobine

bi¢e obradene u drugoj glavi ovog rada, dok ¢e kroz ostatak teksta biti predstavljene

zanimljive veze uzastopnih razlomaka i kombinatorike.



Pre nego Sto predemo na formalno uvodenje potrebnih pojmova, dajemo kratak istorijski
osvrt na pojavu uzastopnih razlomaka u matematici i razvoj moderne teorije uzastopnih
razlomaka pre svega kroz imena velikih matematicara koju su postavili temelje za dalja

proucavanja ove oblasti.

Koncept uzastopnih razlomaka usko je povezan sa Euklidovim' postupkom i

Aryabhatinim® postupkom za resavanje linearnih diofantskih jednacina.

Vecina autoriteta se slaze da je moderna teorija uzastopnih razlomaka zapoceta
radovima Rafaela Bombelija®. Njegova rasprava iz algebre iz 1572. godine sadrzi deo o

kvadratnim korenima, gde je pokazao da vazi

=34
4

64+ —1—

6+ -.

Pietro Antonio Cataldi* je 1613. godine pokazao da je

\/18:44-#2
84—
8+ .

Lord Brouncker ®> je 1655. godine transformisao formulu Dzona Volisa °

4 3.3.5:5.7-7-9.9-... L : 4 I’
—= u beskonacni uzastopni razlomak —=1+———->—.
m 2:4.4.6-6-8-8-... T 3
24—
24+ -

! Euklid je bio legendarni gréki matematicar, tvorac ¢uvenog dela ,,Elementi” koje spada u matematicke
klasike.

? Aryabhata (476 - 550) — indijski matematiar

* Rafael Bombelli (1526 — 1572) —italijanski matematicar

* Pietro Antonio Cataldi (1548 — 1626) — italijanski matematicar, takode iz Bolonje, kao | Bombeli

> William Brouncker (1620 — 1684) — engleski matematicar, prvi predsednik Kraljevskog drustva za
unapredenje prirodnih nauka

® John Wallis (1616 — 1703) — engleski matematicar



Upravo je Volis u svom delu “Arithmetica Infinitorum” iz 1655. godine, diskutujuéi o
zapisu za — koji je dao Lord Brouncker, uveo naziv uzastopni razlomak (continued
T

fraction).

Veliki holandski matematicar, fizi¢ar i astronom Kristijan Hajgens’ jedan je od prvih
koji je u prakticne svrhe koristio ove neobi¢ne razlomke. On je pomocu uzastopnih
razlomaka aproksimirao tacan dizajn za zupc€anike planetarijuma a rezultate do kojih je
doSao opisao je u svojoj raspravi “Descriptio Automati Planetarii” objavljenoj 1698.

godine.

Radovima pre svih Ojlera®, Lambera® i Lagranza'® teorija uzastopnih razlomaka
dobila je danasnju fizionomiju. Posebno znafajno delo iz tog opusa je Ojlerova
monografija “De Fractionibus Continius” iz 1737. godine kojom je postavljen temelj za

dalja proucavanja.

Razna uopStenja uzastopnih razlomaka do kojih se doSlo u dvadesetom veku
proucavaju se u okviru analiticke teorije uzastopnih razlomaka i imaju Siroku primenu u
teoriji brojeva, raznim aproksimacijama, kao i u mehanici, akustici, kriptografiji i

astronomiji.

Izmedu nekih uzastopnih razlomaka i tzv. poploCavanja trake postoji jaka veza.

Jedan od osnovnih ciljeva ovog rada je da tu vezu predstavi. Ideja da se preko
poplocavanja trake reSavaju razni problemi iz teorije brojeva Cesto se koristi u [6] Ova
metoda reSavanja je vrlo elegantna a pritom elementarna. Neke njene primene bice

predstavljene u trecoj, Cetvrtoj i petoj glavi ovog rada. Shodno re¢enom, neophodno je

uvodenje sledec¢ih definicija.

’ Christiaan Huygens (1629 — 1695) — holandski matematicar

® Leonhard Euler (1707 — 1783) — Svajcarski matematicar

? Johann Heinrich Lambert (1728 — 1777) — Svajcarski matematicar | fizicar

10 Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813) — italijansko — francuski matematicar i astronom



Definicija 1.1. Za pozitivan ceo broj n, pravougaonik dimenzije 1xn naziva se
n - traka. Svaka n - traka sastoji se od kvadrata dimenzija 1x1 koje nazivamo poljima.
Polja su numerisana od 0 do n—1. Zajednicku stranicu dva polja nazivamo granicom.
Zajednicka stranica (i —1)- og i i- tog polja n- trake, gde je 1<i<n—1 numerie se

brojem i izove se i- ta granica.

Definicija 1.2. Pod poplocavanjem n - trake podrazumeva se njeno prekrivanje pomocu
kvadrata dimenzija 1x1 (u daljem tekstu, kvadrati) i pravougaonika dimenzija 1xX2 (u
daljem tekstu, domine) takvo da je unija svih koris¢enih kvadrata i domina jednaka ovoj

n - traci a unutra$njosti svaka dva koriS¢ena dela su disjunktne.

Neformalno rec¢eno, poploc¢avanje n - trake opisano u gornjoj definiciji mozemo
zamisliti kao poplo€avanje hodnika pravougaonog oblika dimenzija 1xn keramickim

plo¢icama dimenzija 1x1 i 1x2.

Definicija 1.3. Slozivo poplocavanje n - trake je prekrivanje n - trake kvadratima i

dominama takvo da vazi:

i) unija svih kvadrata i domina jednaka je celoj n - traci
ii) unutrasnjosti bilo kog kvadrata i bilo koje domine koji ucestvuju u
prekrivanju 7 - trake su disjunktne

iii) unutra$njosti svaka dva kvadrata (domine) su ili disjunktne ili se poklapaju.

Jednostavnije receno, u sloZivom poplocavanju dozvoljeno je slaganje (potpuno
preklapanje, redanje jedan na drugog) viSe kvadrata kao i slaganje domina. Preklapanje
nepodudarnih objekata nije dozvoljeno, tj. nije dozvoljeno redati kvadrate preko domina

1 obrnuto.

Definicija 1.4. Slozivo poplocavanje n - trake sa visinskim uslovima
(a5(b5@,),(by,,),.s (b, 15, ,)) s @b, €N, je sloZivo poplogavanje n - trake kod kog
sena i - tom polju trake (0 <i <n—1) nalazi naslagano najviSe g, kvadrata, a na

poljima j—11 j (1< j<n-—1)se nalazi naslagano najviSe b, domina. Akoje n=1,



slozZivo poplocavanje 1 — trake sa visinskim uslovom (ao) je slozivo poplocavanje 1-

trake kod kog se na jedinom polju trake nalazi naslagano najviSe a, kvadrata.

Napomena 1.5. Ako u poplo€avanju 7 - trake nije dozvoljeno slaganje domina a

dozvoljeno je slaganje kvadrata, odnosno ako vazi ¢, € N,za 0<i<n—11ib,=1,za

1< j<n—1, onda se lista visinskih uslova (ao,(bl, @), (b,,a, )) kraée zapisuje sa

n—1°"n

(ag.ay,..a, ).

Definicija 1.6. Neka je sa T obelezeno neko slozivo poplocavanje n - trake sa
visinskim uslovima (a,(b,,q,).(b,.4,),....(b, ,,a, ,)). Svaki skup kvadrata koji pokriva
tacno jedno polje trake i svaki skup domina koji pokriva tacno dva susedna polja trake

zvacemo ploc¢icom poplocavanja T .

Na slici 1, prikazano je jedno slozivo poplocavanje 12 — trake sa zadatim visinskim

uslovima.

Slika 1

U daljem radu, od vaznosti ¢e biti odredivanje broja sloZivih poplo¢avanja neke trake sa

zadatim visinskim uslovima. Neka je za nenegativan ceo broj n, sa



t, <a0 (b,a)),(by,a,),...(b,,a, )) oznacen broj sloZivih poploc¢avanja (n + 1) - trake sa
visinskim uslovima (ao,(bl, a,),(b,,a,),....(b,.a, )) . Bez bojazni od zabune, ubuduée

¢emo koristiti samo skracenu oznaku ¢, . Takode, sa ¢ , =1 interpretiramo “prazno

poplocavanje” 0 — trake, Sto se ispostavlja kao vrlo korisno proSirenje ove definicije.

Primer 1.7. Odredimo broj slozivih poploCavanja 4 - trake sa visinskim uslovima
(1,(1,2),(2,3),(3,4)) . Radi jednostavnijeg zapisa, obelezimo sa S svaku plo¢icu

sloZivog poplocavanja ove trake koju ¢ine kvadrati, a sa D svaku plocicu koju €ine

domine. Postoji 5 tipova slozivih poplo¢avanja koji zadovoljavaju date visinske uslove:

e SSSS Broj poplo¢avanja ovog tipaje a,-a,-a,-a, =1-2-3-4=24.
e DSS Ovakvihima b -a,-a, =1-3-4=12.

e SSD a,-a-b,=12-3=6.

e SDS a,-b,-a,=12-4=8.

e DD b-b=13=3.

Dakle, ukupan broj slozivih poploc¢avanja 4 - trake sa visinskim uslovima

(1,(1,2),(2,3).(3,4)) je 24+12+6+8+3=53.

O

Poslednja glava ovog rada odnosi se na interpretaciju broja e kao uzastopnog
razlomka. Pokazuje se da postoji vise takvih predstavljanja, od kojih ¢e jedno biti
detaljno obradeno zbog toga Sto povezuje nekoliko aspekata kombinatorike. U redovima
koji slede, predstavljena je ukratko jedna od najpoznatijih konstanti iz sveta matematike

(vidi [14]).

Poznati Svajcarski matematiCar Jakob Bernuli (1655 — 1705) je 1683. godine
razmatrao problem neprekidnog kapitalisanja. Cilj ovog problema je izracunavanje

dobiti koja se moze ostvariti ukoliko bi banka racunala slozen interes na beskonacno

10



malim vremenskim intervalima. Bernuli je ispitivao kamatnu stopu i razliCite
dohotke na osnovu ucestalosti ulaganja. Zakljucak koji je doneo za ovaj zadatak,
koji se sada smatra originalnim problemom broja e, jeste da se dobija bolji

rezultat i da je unosnije ako se ¢eS¢e ulaze novac i ¢eS¢e uzima kamata.

Pretpostavimo da ulazemo u banku sumu novca x. Ako bi banka davala 100%tnu
kamatu na godiSnjem nivou, nakon godinu dana suma novca koju bismo mogli da

podignemo iznosila bi 2x. Ukoliko bismo na pola godine podigli novac i ponovo
2

ga ulozili, nakon jedne godine imali bismo [H—%] x . Ako bismo svaki dan u

godini podizali novac i ponovo ga ulagali, nasa suma bi se nakon godinu dana

365
poveéala[H—%] puta (pod pretpostavkom da godina nije prestupna). Ukoliko

o e . : 1
bi bilo moguce neprestano kapitalisanje suma bi se uvecala hm[H——] puta.

n—00 n

Bernuli je doSao do zakljucka da ova grani¢na vrednost postoji i da se nalazi

izmedu 2 i 3. Na ovaj nacin ¢emo i mi definisati broj e, tj. e= ,ll_glc [1+;]”.

Prvi put se broj e samostalno pojavljuje u pismu koje je Lajbnic' pisao
Hajgensu 1690. godine, gde je za ovaj broj koristio oznaku ». Dana$nju oznaku
uveo je Ojler 1731. godine u svom pismu Goldbahu® gde je broj e definisao kao
“broj ¢iji je hiperbolni logaritam jednak 1”. Ojler je 1748. godine objavio rad
“Introductio in analysin infinitorum” gde su bile izloZzene sve njegove ideje
vezane za broj e. Tu se posebno isti¢e ¢uvena Ojlerova formula e = cosx+isinx
iz koje se za x =7 dobija, po ukusu mnogih matematicara, najleps$i matematicki
identitet €™ 4+1=0 . Lepota ove jednakosti je u tome §to su jednim tako

jednostavnim i elegantnim izrazom povezane najvaznije matemati¢ke konstante 0,

Y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) — nemacki filozof, matematicar, pronalazac, pravnik, istoricar |
diplomata luZi¢kosrpskog porekla
'2 Christian Goldbach (1690 — 1764) — pruski matematicar

11



1, e, m 1 i. Pored ovoga, znacajno je rec¢i da je Ojler u istom delu procenio broj
e na 18 decimala. Iracionalnost ovog broja utvrdio je Ojler, a njegovu

transcedentnost je dokazao 1873. godine Sarl Ermit®,

Ispostavilo se da je broj e fundamentalan, on predstavlja prirodan jezik rasta i
kao takav je krucijalan za infinitezimalni racun. Pored matematike i statistike,
nalazi znacajno mesto u biologiji gde modelira rast populacije jedne vrste kroz
logisticke funkcije kao i u fizici gde figuriSe u funkcijama koje opisuju

radioaktivne pojave.

3 Charles Hermite (1822 — 1901) — francuski matematicar

12



Glava 2

Uzastopni razlomci

2.1 Konacni uzastopni razlomci

Definicija 2.1.1. Izraz oblika

2.1)

gde su a,,b, (0<i<n i1<j<n) proizvoljni izrazi, naziva se konacan uzastopni
razlomak.

Najcesce su a,,b,, 0<i<n i 1< j<n realni brojevi i tada ih nazivamo parcijalni
koeficijenti uzastopnog razlomka. Za n € N, izraz (2.1) krace zapisujemo kao

[ao,(bl, a,),(b,,a,),...(b,.,a, )] i kazemo da je njegova duzina n + 1. Specijalno,

la,]:= a, je konadan uzastopni razlomak duzine 1.

Ako je u izrazu (2.1) =1, a,€N za 1<i<n 1 a,€7Z onda za takav uzastopni

razlomak kazemo da je jednostavan i mozemo ga zapisati kao [a,,4,,...,a,] .

Svaki racionalan broj moze se prikazati u obliku kona¢nog uzastopnog razlomka na

beskona¢no mnogo nacina. Ako je » neki racionalan broj i M najveci ceo broj koji nije
veciod r onda je r:M—i-E zaneke p i q,gdeje peN,,geN 1 p<gq.Tadavazi
q

L=

1r=\rl—i+
-2

—1, (iq + p, q)] za svaki pozitivan ceo broj i. Pretpostavimo

13



da dati racionalan broj Zelimo predstaviti u obliku jednostavnog uzastopnog razlomka.

Onda se broj nacina na koji to mozemo uraditi znacajno smanjuje, tj. vazi sledeca

teorema.

Teorema 2.1.2. ([13}) Svaki konacan jednostavan uzastopni razlomak predstavija

racionalan broj. Obrnuto, svaki racionalan broj se moze predstaviti kao konacan

Jjednostavan uzastopni razlomak na tacno dva nacina.

Dokaz. Prvi deo teoreme je oCigledan pa ¢emo dokazati samo njen drugi deo.

Neka je £,q>0 proizvoljan racionalan broj gde je p ceo, a g prirodan broj i vazi
q

NZD(p,q)=1.Deljenjem p sa g dobijamo

gde je a, jedinstven ceo broj takav da je 0<7 <g . Ako je r,=0, postupak se

zaviiava i vazi £ = a,]. Za 1, >0 je
q

pa deleci g sa r, dobijamo

”
i:ad——l ,0<n <.
To To

2.2)

2.3)

Primetimo da je zbog 9-1i0 < <r,, a, pozitivan ceo broj. Ako je r, =0 dobijamo

N

9q_ a,, pa ubacivanjem ove jednakosti u (2.2) sledi
e
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1
£:ao+—:[a0,al].
q

a,

Sli¢no prethodnom, ako je # >0 zapisujemo (2.3) kao

1
_:a1+r_ , 0<n<r,

>
|

1 ponavljamo opisani postupak deleci 7, sa 7.

Postupak se zavrSava kada za neki nenegativan ceo broj n dobijemo da je r, =0. To ¢e

se uvek desiti jer opisani postupak generiSe strogo opadaju¢i niz nenegativnih celih

brojeva g >r, >r,>r >.. koji, jasno je, ne mozZe biti beskonacan. Prema tome,

dobijamo konacan niz jednakosti

I
:a0+;° ,0<r,<q

7
izal—i——l , 0<n <,

15
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p
na osnovu kog je lako predstaviti racionalni broj ; u obliku kona¢nog jednostavnog

uzastopnog razlomka. Naime, prema prve dve jednakosti iz (2.4) sledi

1 1
£:ao+? a0+ 1
q q o+l

Ty U

7

Na osnovu opisane konstrukcije, jasno je da su parcijalni koeficijenti a,, 0<i<n

jedinstveno odredeni. Medutim, ako je P _ [ao,al,...,an] , razlomak P moguce je

napisati i kao P_ [ao ,ap,..a, —1, 1] u obliku jednostavnog uzastopnog razlomka. To
q

o e 1 1 . 7, , . o
zakljucujemo iz Cinjenice da je — = — 4= “—2 > 1, pa su svi parcijalni
a4 +I r

n—1

koeficijenti uzastopnog razlomka [ao, a,,...,a, —1,1| osim eventualno prvog pozitivni celi

brojevi.

Dokaza¢emo da pored ove dve reprezentacije ne postoji nijedna vise. Pretpostavimo

suprotno, neka je P _ [bo,bl,...,bm] , jo§ jedna reprezentacija 2 a0 jednostavnog
| . | .| P .| p
uzastopnog razlomka. Kako su ———<1i ————=<1,vaZi |~|=gq, i |—|=b,,
[al,...,an] [bl,...,bm] q q

tj. a, =b,. Dalje, iz

16



1

p 1
—=a,+—=|a,,4q,,...,a,|=\|b,,b,,...,b, | =by + ————
p ay [ao a a] [0 1 ] 0 [blibzi'"’bm}

[al,az,...,an}
sledi [a,,a,,....,a,]=[b,b,,....b, ] . Sli¢no kao gore zakljucujemo da je a, = b, . Stavise,
na opisani nacin dolazimo do togada vazi a, =b, za 0<i<n in=m.

Time je dokaz zavrSen.

Napomena 2.1.3. Ako u prethodnoj teoremi pretpostavimo da za reprezentaciju
racionalnog broja kao jednostavnog uzastopnog razlomka uzimamo ono predstavljanje
koje ima manyji broj parcijalnih koeficijenata, onda je takvo predstavljanje jedinstveno.

Primetimo da je u takvom predstavljanju za svaki » € Q \ Z poslednji parcijalni

koeficijent a, > 2.

Primer 2.1.4. Napisa¢emo racionalan broj ;—; kao jednostavan uzastopni razlomak.

By T 1 1
22 22 22 1

Naravno, prema teoremi 1.1.2 vazi i % = [3,3,6,1].
Definicija 2.1.5. Neka je r =[ay,(b,,a,),(b,.a,),....(b,.a, )], gde su realni brojevi

a,(0<i<n)ib;(1<j<n)takvi da je konatan uzastopni razlomak

[a0,<b1,al),(bz,az),...,(bk,ak )] izradunljiv** za sve k (1<k <n). Tada se izraz

14 v . v .. v . . . v .
Za konacan uzastopni razlomak kazemo da je izracunljiv ako se u procesu njegovog izracunavanja ne
pojavljuje deljenje nulom.

17



7, — P _ a,,(b,a),(b,,a,),..,(b,a )|, gdeje 1<k <n,naziva k- ti konvergent od
k p [0(11)(2 2) <k k)]g.] g
k

r. Brojilac k - tog konvergenta od r, u oznaci p,, 1imenilac k- tog konvergenta od r,
u oznaci ¢, , dobijaju se pretvaranjem uzastopnog razlomka
ay.(b.a,),(by.a,),.... by, )] u razlomak pri emu nije dozvoljeno skradivanje unutar
razlomka. Specijalno, za n =0, 7, :=[a,| naziva se nulti konvergent od r , pri Cemu je

brojilac nultog konvergenta od r, p,:= a, 1 imenilac nultog konvergenta od r, g, =1.

Primer 2.1.6. Ukoliko je drugi konvegent nekog kona¢nog uzastopnog razlomka

r :1—|—L:§,tadaje p,=61¢q,=4.
+2 4
2
mi
Lema 2.1.7. Neka je [ao,(bl,al),(bz,az),...,(b”,a” )] S gde su realni brojevi
q,

a,(0<i<n)ib, (1< j<n) takvi da je svaki konvergent konacnog uzastopnog
razlomka [ao,(bl,al),<b2,az),...,(bn,an )] izracunljiv. Za n >0 vazi

p,=a,p,thp, ,,p,=0 p, =1

9 = 4,4, +b,4, 5 ¢,=1q,=0 (2.5)

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po duZini uzastopnog razlomka

[a0,<b1,a1),(bz,az),...,<b”,an)].

Baza indukcije. Za n = 0 (duZina uzastopnog razlomka 1) imamo

py=ay=a, 1+b,-0=a,-p_+b,-p,1q9,=1=a,-0+1-1=qa,-q_,+b,-q_,.

18



Induktivni korak. Pretpostavimo da za neko n>0 vazi p =a,p, ,+b,p, , 1
q,=a,q,,+b,q, , 1 dokazimo da tada tvrdenje vazi i za prirodan broj n+1 .

Primetimo dau p, ,,p, ,,9, ,1 ¢, , ne figuriSu a, 1 b, kao 1 da se uzastopni razlomak

b
pn+1 :a0+ lb
9 a1+ 2b
a, + 3b
+ n
an+bn+l
a

. : : .. : b

duzine n+2 moZe posmatrati kao uzastopni razlomak duZine n+1 ako izraz a, +—-
n+1

posmatramo kao jedan parcijalni koeficijent. Ako tako posmatramo ovaj uzastopni

razlomak, onda za njega vazi induktivna hipoteza. Dalje je iz (2.5)

b, b b
an + +H pnfl + bnpn72 an pnfl + bnpn—2 + pn—l L pn + pnfl L
pn+1 — n+l — an+1 — an+1 —
b b, b,
R P AT X M A A T
n+1 an+1 a;1+1

arH—lpn +bn+1pn—l
an+1qn +bn+lqn—l

, Sto je 1 trebalo da se dokaze.

[ ]
2.2 Beskona¢ni uzastopni razlomci
Definicija 2.2.1. Neka su ai,bj , 1 >0, j>1 proizvoljni izrazi. Tada se izraz oblika
b
a, + : 5 (2.6)
a,+—2= b
a,+>
2 T
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naziva beskonacan uzastopni razlomak i oznadavamo ga sa [a,, (b, a,),(b,.a,),..] . Izrazi
a,b,, 1>0,j>1 najceSce e biti neki realni brojevi i tada ih zovemo parcijalni
koeficijenti beskonacnog uzastopnog razlomka (2.6).

Za uzastopni razlomak (2.6) kaZzemo da je jednostavan ako je b, =l,a, €N za j>11

a, € Z i tada ga zapisujemo sa [a,,q,,a,,....

Takode, za beskonaéni uzastopni razlomak |a,,(b;,4,),(b,,a,),...| i nenegativan ceo broj

k, k- ti konvergent je po definiciji & - ti konvergent uzastopnog razlomka

[ao,(bl,al),...,(bn,an )] , za proizvoljno n > k . Prema tome, veze iz leme 2.1.7 vazeiza

konvergente beskonacnog uzastopnog razlomka |a,, (b, ),(b,.a,),....

Videli smo da se svaki racionalan broj moze predstaviti u obliku jednostavnog
kona¢nog uzastopnog razlomka i da je ta reprezentacija jedinstvena ako se pretpostavi
da poslednji parcijalni koeficijent a, mora biti veci od 1. Postavlja se pitanje: Da li se

slicno moze tvrditi 1 za iracionalne brojeve? Odgovor je potvrdan, §to ¢emo uskoro i

pokazati.

Neka je x neki iracionalan broj. Predstavicemo ga u obliku jednostavnog

uzastopnog razlomka. Ako postoji takvo predstavljanje, jasno je da ono ne moze biti

konacno zbog teoreme 2.1.2. Neka je a, := [x } . Tada vazi

x:ao—i—i, 0<i<1,
X X

gde je x, = >1 iracionalan broj. Sada je g, :=|x|. Imamo

a,

1 1
x=a+—,0<—<1,a >1,
Xy X,

20



gde je x, = >1 iracionalan, itd. Opisani postupak nije moguce zavrsiti, jer bi u

X, —a
tom slucaju morao da postoji prirodan broj n takav da je x, =a,, Sto je kontradikcija
jer su Xx,x,,x,,... iracionalni, a a,,a,,a,,... celi brojevi. Dakle, na ovaj nacin dobijamo
beskonacan niz jednakosti

1
x=a,+—, x,>1,a,€%
X

1
x=a+—,x,>1,a¢cN,
X

x2=a2+L,x3>1,a2€N, 2.7)

1
x,=a,+—, x,,>1,a,eN,

Koristeci niz jednakosti (2.7) dobijamo

1 1 1 .
x=a0+—=ao+—1=a0+—=... . x=lay,a,a,,...|. (2.8)
XI al_‘_i a1+ 1
X a, +—
2
X3

Zakljutujemo da se svaki iracionalan broj moZe predstaviti> u obliku jednostavnog
beskona¢nog uzastopnog razlomka. Na osnovu postupka kojim do toga dolazimo jasno

je da je takvo predstavljanje jedinstveno.

B Predstavljanje realnog broja kao jednostavnog uzastopnog razlomka jos ¢emo zvati i razvoj tog broja u
jednostavni uzastopni razlomak.
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Primer 2.2.2. Predstavi¢emo /3 u obliku jednostavnog uzastopnog razlomka.

S U S U S R —
NEES J3+1 1+J§—1 1y !
e e 2

2 2 2

B=1+(3-1)=1+

1 1
1 1

I+——7F 1+2+(\/§_1)

Kako smo ponovo dobili J3-1 postupak se nadalje periodi¢no ponavlja pa
zakljuujemo da je \/g:[1,1,2,1,2,1,2,...}:[1,1,_2] , gde 1,2 znadi da se cifre 1 i 2

naizmeni¢no i neprekidno ponavljaju.

Postavlja se pitanje: Da li svaki beskonacni uzastopni razlomak ¢iji su parcijalni
koeficijenti realni brojevi ima vrednost, odnosno da li predstavlja neki realan broj?

Shodno postavljenom pitanju, opravdano je uvodenje sledece definicije.

Definicija 2.2.3. Neka je [a,.(b.q,).(b,.a,),...| beskonatan uzastopni razlomak kod

koga su svi parcijalni koeficijenti realni brojevi takvi da je svaki njegov konvergent

izracunljiv. Tada se vrednost ovog uzastopnog razlomka definiSe kao

lim[ao,(bl,al),...,(bn,an )] ako lim[ao,(bl,al),...,<bn,an )] postoji. U protivhom, kazemo

. v . . 16
da dati beskonacni uzastopni razlomak nema vrednost.

16 Imajuci u vidu uvedenu definiciju, jasno je da ne moraju svi beskonacni uzastopni razlomci Ciji su
parcijalni koeficijenti realni brojevi imati vrednost, tj. predstavljati neki realan broj. Uslovi pod kojima

grani¢na vrednost iz definicije 2.2.3 postoji mogu se pronaci u [11]-
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Pokaza¢emo da jednostavni beskonac¢ni uzastopni razlomci uvek imaju vrednost i da
su to ustvari iracionalni brojevi. Za tu svrhu bi¢e nam potrebno nekoliko pomo¢nih

tvrdenja.

Lema 2.2.4. Neka je [a,,a,,a,,..| jednostavan beskonacni uzastopni razlomak.” Tada

za njegove konvergente vazi

<_ )k+l
1) n,—r  =——, gdeje k>1
99

4 (-1)
2) 1,—1_,=——~—2 gdeje k>2.

99—
Dokaz. Dokazimo najpre 1). Dokaz izvodimo indukcijom po % .

Baza indukcije. Za k£ =1, iz leme 2.1.7 dobijamo

_pl_&_alao+1_@_ 1 _(_1)1+1 .

Rofy= o= =—=

4, 9 a, 1 a, 94

m+l1
Induktivni korak. Pretpostavimo da za neko k =m vazi r, —r, , = L 1 dokazimo
qmqul

da tada tvrdenje vazi i za k = m+1. Primetimo najpre da iz induktivne hipoteze 1

Pw _ Pui _ PnAns = Pna9m _ <_1>’”+1 sledi

rm - rm—l =
qm qm—l qmqm—l qmqm—l
m+1
pmqul - pmflqm = (_ 1) " . (29)

Dalje je iz leme 2.1.7 1 jednakosti (2.9)

P pm+1 _& — amem +pm71 _& _ an1+1pmqm + qmpmfl B pmqmﬂ _

m+1 "~ 'm - -

qm+1 qm qm+l qm quqm

'7 Jednakosti iz ovog tvrdenja vaZe i za svaki konacan jednostavan uzastopni razlomak a dokazi se izvode
potpuno isto kao ovde.
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am+1pmqm +qmpmfl _pm <am+lqm +qul) _(mernfl _pmflqm) — _(_1)m+1 (_1)m+2

qm+1qm qm+lqm qm+lqm qm+lqm .

Na osnovu dokazanog, jasno je da se umesto jednakosti 1) moze koristiti i jednakost

(2.9).
Dokazimo sada jednakost 2).

Koriste¢i lemu 2.1.7 1 jednakost (2.9) , za k£ > 2 dobijamo

_ P Pio _ Pk~ Pro9k

e =2 =
9 Y 99—

(akpk—l + P )%—2 — Do <aqu_1 + %—2) a, (pk—ﬂk—z - pk—2qk—1> a- (_ l)k

99 99— 99—

b

Sto je i trebalo da se dokaze.

Napomena 2.2.5. Lako je uociti da jednakost 1) ove leme vaziiza k € {— 1, 0} s tim $to
tada nije u pitanju razlika konvergenata uzastopnog razlomka [ao, a,,a, ,} . Sli¢no,

jednakost 2) prethodne leme vaziiza k € {0,1} .

Direktne posledice leme 2.2.4 su sledeca dva tvrdenja.

Posledica 2.2.6. Konvergent r, = P jednostavnog (konacnog ili beskonacnog)
4qy

uzastopnog razlomka je nesvodljiv za svako k > 0.

Dokaz. 1z prethodne leme vazi p,q, ,—p, 9, = (—l)k+1 za svaki nenegativan ceo broj

k . Prema tome, svaki zajednicki delilac od p, 1 ¢, deli 1 (— l)k+1 , tj. jedini zajednicki
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delioci brojeva p, 1 ¢, su —111. To znaci da su p, i g, uzajamno prosti, odnosno da

je r, — Pe nesvodljiv.

4qy
|
Posledica 2.2.7. Za konvergente jednostavnog beskonacnog uzastopnog razlomka vazi
Ty <1, <1y <..<Ty <Py, <..<r, <r, < za svaki nenegativan ceo broj k.

Ovo tvrdenje govori o tome da je niz konvergenata sa parnim indeksima rastuci a niz
konvergenata sa neparnim indeksima opadajuci, kao 1 da je svaki konvergent sa
neparnim indeksom ve¢i od svakog konvergenta sa parnim indeksom.

Slede¢a teorema pokazuje da jednostavan beskonacCan uzastopni razlomak predstavlja

realan broj.

Teorema 2.2.8. <[9D Svaki jednostavan beskonacni uzastopni razlomak [a,,a,,a,,...|ima
vrednost, tj. postoji lim[a,,a,,...,a,].

Dokaz. 1deja je da za 1, =[a,,a,,...,a, ], pokazemo da je niz {r,}, _ Kosijev, odnosno

keN,
da za svako ¢ > 0 postoji n, € N takav da za sve m,/ € N1 [ >m > n, vazi |r, —rm|<5.
Primetimo da ako je m paran i />m , onda iz posledice 2.2.7 sledi r, <r, <7, , .
Sliéno, ako je m neparan 1 [>m tada je r, ,<rn<r, . Prema tome je
|”1 —rm| < |rm —rm71| zasvako [ 1 m zakojevazi [ >m.

1
qm qul

Dalje, za ,LmeN i 1> m,iz leme 2.2.4 imamo |r1 — rm| < |rm —rm71| =

Neka je € > 0 proizvoljno dato.

Kako je {qk} strogo rastuci niz pozitivnih celih brojeva, postoji n, € N takvo da je

keN,
1 . . L .
q, -4, ,>— .Sada,zato n, 1 sve [ 1 m zakoje vazi [ > m > n, imamo
0 0 €

| —r,| < ! < ! <e,pajeniz {r}
qmqm—l q"o 'qno—l

ke, Kosyjev.
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Kako je u skupu realnih brojeva svaki Kosijev niz konvergentan (vidi [1] ), niz {rk } ren

konvergira ka nekom realnom broju.

Tvrdenje koje sledi je posledica teoreme 2.2.8 1 posledice 2.2.7.

Posledica 2.2.9. ([13]) Neka je [a,,a,,a,,...| jednostavan beskonacni uzastopni

razlomak za koji vazi lim (a,,a,....,a,)=1. Tada vazi

n—oo

h<rn<rn<.<l<.<rn<nr<rngdejer, i>0,i-ti konvergent od [ao,al,az,... .

Lema 2.2.10. Neka je r, = Py ,gdeje nc N, n -ti konvergent jednostavnog

n

beskonacnog uzastopnog razlomka |a,,a,,a,,...| i neka je lim [ao,al,...,an] =1[. Tada je

<

|l -7, .
qn+1qn

<

1 N
B — 1| = ,zasve n€ N .

Dokaz. 1z posledice 2.2.9 ileme 2.2.4 sledi |l —7,
qn+1qn

[]
Videli smo da svaki jednostavan beskonacni uzastopni razlomak predstavlja neki realan

broj. Sumnju da taj broj ne moze biti racionalan potvrduje tvrdenje koje ¢emo dokazati.
Teorema 2.2.11. ([13]) Jednostavan beskonacni uzastopni razlomak |a,,a,, a,,...]

predstavlja iracionalan broj.

Dokaz. Zbog posledice 2.2.9 vrednost uzastopnog razlomka [a,,a,,a,,...| je neki realan
broj. Pretpostavimo suprotno tvrdenju ove teoreme, neka je [ao, a, a2,...] "y , gde je
q

NZD(p,q)zl ipeZ, geN.
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Py

Neka jesa r, = obelezen n - ti konvergent od [ao, al,az,...} . Zbog toga §to je niz
g,
{qn }neN monotono rastuci, za dovoljno veliki prirodan broj m vazi ¢ <gq,, .1z P Pu
q 94

(ovo vazi zbog posledice 2.2.9) sledi pg, —gqp, =0.

P_Pn
9 4

Prema lemi 2.2.10 je <

, odnosn0|pqm —qpm| < L. Iz g<gq, <4q,.

qmqm+1 qm+1

zaklju¢ujemo da je 0 < | rq, — qpm| <4 < , $to je u kontradikciji sa ¢injenicom da je
m+1

P4, —qp,, ceo broj. Dakle, jednostavan beskonaéni uzastopni razlomak [a,,4,,4,.,...

predstavlja iracionalan broj.

]
Namece se jo$ jedno vazno pitanje: Ako je [ao,al,az,...] razvoj nekog iracionalnog
broja x u jednostavan beskonacni uzastopni razlomak, da li je tada vrednost (u smislu

definicije 2.2.3) ovog uzastopnog razlomka jednaka upravo broju x ? Odgovor na

postavljeno pitanje daje sledeca teorema.
Teorema 2.2.12. Ako je [ao,al,az,...} razvoj iracionalnog broja x kao jednostavnog
beskonacnog uzastopnog razlomka, tada je vrednost uzastopnog razlomka [ao, a,,a, ,}

upravo jednaka broju x.

Dokaz. 1deja je da se pokaze da se x nalazi izmedu svaka dva uzastopna konvergenta r,

ir,., jednostavnog beskonatnog uzastopnog razlomka [ao, a,,a,, ] .

Kako je a, :=|x|, vazi r, <x.1z (2.7) je x=a, +i, gde je x, neki iracionalan broj
X

. . 1 | ..
veéi od 1. Zbog g, ==|x,| imamo x = a, +— < a, +— =1;. Prema tome, vazi
X a

n<x<rn.

Za proizvoljan prirodan broj 7, iz (2.8) imamo
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xX=a,+ 1
a, + 1
a, +
. 1
-+ 1
an—l + o
xn
gde je x, “ostatak” jednostavnog beskonac¢nog uzastopnog razlomka [ao,al,az,...} , 4.
1 1
X, =a,+ I =a,+— (2.10)
G t—1
an+2 + -
gde je
1
xn+1 an+1 + 1 (2.1 1)
an+2 + 1
an+3 + o

1 (2.10) i (2.11) dobijamo x, > a, i x ., >a_, pavazii —— < ——. Daljc iz

Xos1 Apn
1 . . 1 o . ..
—<——1(2.10) sledi x, < a, +——. Prema tome, za svaki prirodan broj n vazi
xn+1 an+1 an+1
1
a,<x,<a,+—. (2.12)

n+1

Posmatrajmo sada dva proizvoljna uzastopna konvergenta 7, i 7, , uzastopnog razlomka

a,,a,,4a,,..] 1broj x. Oni se mogu zapisati na slede¢i nacin.
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x=a,+ 1
4t I
.+ 1
a,  +—
1
1L h=ay+ 1
4t 1
ot 1
a, + 1
a,+——
a

Primetimo da tri prethodna uzastopna razlomka imaju » istih parcijalnih koeficijenata i

da razliku izmedu njih predstavljaju redom izrazi L , L 1 _ . Dakle za

poredenje brojeva r,, x i r,

.1 dovoljno je uporediti izraze L, RS 1 — 1 Zbog

: 1 1 . : . .
(2.12) imamo . >—> , pa je prema tome x izmedu 7,1 7, , za svaki

prirodan broj n.*® Dalje, iz posledice 2.2.7 sledi 7, <7, <7, <..<x<..<r, <r <,
pa je zbog posledice 2.2.9, x = lim [al,az,...,an], Sto je i trebalo da se dokaze.

U primeru 2.2.2 predstavili smo \/§ kao jednostavan beskonacni uzastopni
razlomak, \/3:[1,1,2,1,2,1,2,...]:[1,1,_2}. U ovom razlomku, pocev$i od drugog
parcijalnog koeoficijenta q,, cifre 1 1 2 se naizmeni¢no ponavljaju. Zbog toga se za

uzastopni razlomak [1,1,2,1,2,1,2,...}:[1,1,_2] kaze da je periodian. Pre nego S§to i

18 . . . v
Ako je n neparan, tada je 7 <x<r,a ako je n paranvaii r, <x < Ty
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formalno uvedemo pojam beskonacnog uzastopnog periodicnog razlomka, podseti¢emo

se pojma periodi¢nog niza.
Definicija 2.2.13. Niz {an }neN je periodican ako postoje /,m € N takvi da za svako
k>1 vazi a, ., = a,. Ako pritom vazi i [ =1, niz je cisto periodican. Broj m zovemo

period niza, a najmanji od svih perioda osnovni period niza {a,} _ .

Definicija 2.2.14. Za beskonacni uzastopni razlomak [ao, (bl, al), (bz, a, ) ,] kazemo da

je periodican ako su nizovi {a,} _ i {b,} _ periodi¢ni, a cisto periodican ako su ovi
0

nizovi ¢isto periodicni.

Jednostavan beskonacni uzastopni razlomak [a,,4a,,a,,...| koji je periodi¢an podevsi od

nekog prirodnog broja / a €iji je osnovni period m obelezavamo sa

[ao, Ay @y, a,,...,4,,,, | > aako je Cisto periodi¢an sa osnovnim periodom m sa

[ao,...,am_l].
Primer 2.2.15. Uzastopni razlomak [L1,1,...] = [i] je ocigledno &isto periodi¢an. Prema

teoremi 2.2.11 ovaj uzastopni razlomak jednak je nekom iracionalnom broju x .
Vide¢emo koji je to broj. Vazi

N
l—i-il
14+—

1 C .. o .
odnosno x=1+4— . Dakle, traZeni iracionalan broj je pozitivno reSenje kvadratne

X
1445

jedna¢ine x* —x—1=0, tj. x= 5~ ¢ . Kao §to vidimo razvoj zlatnog preseka ¢

u uzastopni razlomak izgleda prili¢no elegantno.
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Primeri 2.2.2 i 2.2.15 su dovoljni da se postavi hipoteza da jednostavni periodicni
uzastopni razlomci predstavljaju neke algebarske iracionalne brojeve. Da bi se izneli
zakljuccei do kojih se doSlo potrebno je uvesti slede¢u definiciju.

Definicija 2.2.16. Realan broj x je kvadratna iracionalnost ako je koren kvadratne
jednacine sa celobrojnim koeficijentima i1 pozitivhom diskriminantom.

Ova definicija je ekvivalentna tvrdenju da je realan broj x kvadratna iracionalnost ako i
samo ako se moZe zapisati u obliku x = q+rx/§ , gde je q,r€Q, r=0 i d prirodan
broj koji nije potpun kvadrat prirodnog broja.

Poznati matemati¢ar Zozef Luj Lagranz dokazao je 1770. godine da se svaka kvadratna
iracionalnost moze napisati u obliku jednostavnog periodicnog uzastopnog razlomka
[13} . Pokazuje se da vazi i obrnuto tvrdenje pa vazi teorema:

Teorema 2.2.17. Jednostvan uzastopni razlomak je periodican ako i samo ako je jednak
nekoj kvadratnoj iracionalnosti.

Dajemo joS dva primera kako se kvadratna iracionalnost moze napisati kao jednostavan

periodi¢ni uzastopni razlomak.

Primer 2.2.18. Predstavimo

u obliku jednostavnog uzastopnog razlomka.

3415, V153 I PSS SR
2 2 2 1543 V1543 2+JE—3
J15-3 1543 3 3
3+ ! S SR

1 1
24—
3 V1543 V1543

J15-3 J15+3 2
34415
2

2+

Kako smo ponovo dobili

postupak se nadalje ponavlja, pa samim tim 1 dobijeni

3+4/15
2

parcijalni koeficijenti, §to znaci da je

=[3,2,3,2,..]= [3_2] :
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Primer 22,19, Za 0733 je 6433 _, B3, 1, 1
3 3 3 3 TH
NE)
Iz primera 1.1.9 imamo \/5:[1,1,2,1,2,1,2,...]:[1,1,_2] , pa zakljuujemo da je
6+ﬁ:2+iz[2,1,1,2].
3 V3
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Glava 3
Sloziva i tezinska poploCavanja

3.1 Sloziva poplo¢avanja

U ovom delu rada dajemo fundamentalnu teoremu koja objasnjava odnos izmedu
kona¢nih uzastopnih razlomaka i sloZivih poploc¢avanja sa odgovaraju¢im visinskim

uslovima.

Teorema 3.1.1. (Benjamin & Quinn [6} ) Posmatrajmo konacan uzastopni razlomak

[ao:(bl,al),(bz,az),...,(bn,an)]:%,

gde su p, i q, redom brojilac i imenilac n — tog konvergenta konacnog uzastopnog
razlomka |a,,(b,a,),(b,,a,),...(b,.a,)], @ a, (0<i<n) i b, (1<j<n) prirodni
brojevi.

Tada je, za n >0, brojilac p, jednak je broju slozZivih poplocavanja (n —l—l)— trake (Cija
su polja numerisana od 0 do n) sa visinskim uslovima (ao,(bl,al),(bz,az),...,<bn,an )) a
imenilac q, broju sloZivih poplocavanja n- trake (Cija su polja numerisana od 1 do n)

sa visinskim uslovima (al,(bz,az),<b3,a3),...,(bn,an ))

Dokaz. Prema lemi 2.1.7 za brojilac i1 imenilac kona¢nog uzastopnog razlomka

ay,(b.a,),(by,,),....(b,.a,)| vaze sledeée rekurentne veze

p.=a,p,,tbp, ,, Po = ay,P; = aya, + b, 3.1

4, =a,9,,+b4,,, 9, =1q,=a,. (3.2)
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Dokazimo deo tvrdenja vezan za brojilac datog uzastopnog razlomka.

Neka je za n >0 sa ¢, oznacen broj slozivih poplo¢avanja (n + 1) - trake sa visinskim
uslovima (a,,(b;,4,).(b,.a,),....(b,.a,)). Jasno je da vazi 1, = a, = p, (broj
poplocavanja nultog polja ove trake je g, jer je to maksimalan broj kvadrata koji na to

polje moZemo naslagati). Broj na€ina da se poploca 2 — traka je t, = a,a, + b, (slika 2).

{1 0 ¥ by

Slika 2

Ako posmatramo (n +1)- traku i1 ra¢unamo broj nacina da se ona poploca u zavisnosti
od toga Sta je na poslednjoj plocici u poplocavanju (da li naslagani kvadrati ili domine)

dobijamo sledecu rekurentnu vezu ¢, = a,t, | +b,t, ,. Jasno je da je dobijena rekurentna

n"n—1
veza ista kao (3.1) i da pritom ove dve rekurzije zadovoljavaju iste pocetne uslove.

Prema tome je p, =¢, za svaki nenegativan ceo broj, Sto je 1 trebalo dokazati.
Analogno se dokazuje deo tvrdenja vezan za imenilac g, ovog uzastopnog razlomka.

Prethodnu teoremu ilustruje slede¢i primer. Koristimo iste oznake za ploCice sa

kvadratima i plo¢ice s dominama kao u primeru 1.7.

Primer 3.1.2. Neka je dat uzastopni razlomak
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3+;2:[3,(1,2),(2,1),(3,4)]:2—; :

2+—5
1+
4

Ocigledno je a, =3,a, =2,a, =1,a,=4; by =1,b,=2,b, =3 1 n=3.

Prebrojac¢emo sva sloziva poplocavanja 4 - trake sa visinskim uslovima

(3,(1, 2),(2.1), (3,4)) . Postoji 5 tipova tih poplo¢avanja:

e SSSS Ovogtipaihje a,-a,-a,-a, =3-2-1-4=124.
e DSS Ovakvihima b, -a,-a, =1-1-4=4.

e SSD a,-a-b=3-2-3=18.

e SDS a,-b,-a,=3-2-4=24.

e DD b-b=13=3.

Dakle, ukupan broj ovakvih slozivih poploc¢avanja je 24 +4+18+424+3 =73 §to je

jednako brojiocu naseg uzastopnog razlomka.
Sada ¢emo videti koliko ima slozivih poploc¢avanja 3 - trake sa visinskim uslovima

(2,(2.1),(3.4)). To su:

e SSS Imaih g,-a,-a,=2-1-4=8.
e SD a-b;=2-3=6.

e DS byra,=2-4=8.

Iz prethodnog je jasno da je broj ovih slozivih poplo¢avanja jednak imeniocu naseg

razlomka.
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3.2 Tezinska poplo¢avanja

Definicija 3.2.1. Niz {f,}  definisan sa f, =0,f,=1a za n>2,f,=f,_,+/,,

naziva se Fibonacijev* niz, a Clanovi ovog niza Fibonacijevi brojevi.

Neka je sa F, _, oznacen skup svih poplocavanja n - trake u smislu definicije 1.2.

Vazi tvrdenje:

Lema 3.2.2. ([6]) Neka je za ne N, F | skup svih poplocavanja n - trake a

n

{ f }neN niz Fibonacijevih brojeva. Tada za svaki prirodan broj n vazi |.7-;_1| = fr

Dokaz. Za n>0, posmatrajmo sloZiva poplocavanja (n—i—l) - trake sa visinskim
uslovima a, = bj =1za 0<i<n i1<j<n. Broj ovih poploavanja smo obelezili sa
t,. Ocigledno je da je za svaki nenegativan ceo broj » ispunjeno ¢, = |J’-"n| DefiniSemo
t ,==1. Jasno je da vazi ¢, =1. Za n>1, vazi formula ¢, =¢ ,+¢ , (prebrojavamo
poploCavanja (n—l—l) - trake u zavisnosti od toga da li se poploCavanje zavrSava
kvadratom ili dominom). Prema tome, imamo da za svaki nenegativan ceo broj n vazi

z Ford| = Fo -

n—1 =

f,i1»> 1. za svaki prirodan broj n je

Napomena 3.2.3. Zbog praznog poplocavanja 0 - trake jednakost iz prethodne leme

je tatna 1 za n=0. Ako uvedemo |.7{2|::O , jednakost |F

= f,., ¢e vaziti i za

n=-—1.

Definicija 3.2.4. Neka su {q,} i{b/}EN nizovi realnih brojeva. Za proizvoljan
ieN, )

prirodan broj n i dato T'e ¥, |, svakoj plocici ovog poplocavanja dodeljujemo

realan broj na sledec¢i nacin:

% Leonardo Fibonacci (1170-1250) - italijanski matematicar
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1) ako kvadrat pokriva polje £ (0 <k <n—1), onda mu dodeljujemo broj a,
2) ako domina pokriva polja /—1 i / (ili drugacije reCeno, domina pokriva /- tu
granicu izmedu susednih polja,1 </ <n—1), onda joj dodeljujemo broj b,.
Za plocicu poploCavanja T | broj koji joj je dodeljen na opisani nacin nazivamo teZina
plocice.
Definicija 3.25. ZaneN i T€F  sa w(T ) oznacavamo proizvod tezina svih plocica

koje figuriSu u poploc¢avanju 7 . Broj w(T ) nazivamo tezina poplocavanja T .

Definicija 3.2.6. Za nizove realnih brojeva {a,} i {b /} i n-traku kojoj su ¢lanovi
ieN, JJ;

ovih nizova dodeljeni u smislu definicije 3.2.4, definiSemo teZinsku sumu, u oznaci

|0:n—1

, kao zbir tezina svih mogucih poplo€avanja date n - trake, tj. vazi

0:n—1]:= Z w(T).

TeF
Napomena 3.2.7. Za n € N icele brojeve i i j takvedaje 0<i<;j<mn—1,sa |i:j|
oznacavamo tezinsku sumu podtrake date » - trake kojoj su polja numerisana od i do ;.

Na primer,

i:i| =a, zasve 1(0<i<n—1), dok je |i:i—|—1|:a‘ai+l+b.

l .. Zasve I,

0 <i<n-—2.Prethodna definicija se moZe prosiritiza n=0 1 n=—1 sa |0 = 1| =11
|0:—2| :=0. Sli¢no, za i >1 definiSemo i |i:i—1|::1 i|i:i—2| =0.

Primer 3.2.8. Za zadatu 4 — traku i nizove realnih brojeva {ai},eN i {bj} - odredimo
ieN, j

|0:3|. Na slikama ispod, prikazana su sva poploCavanja 4 - trake pri ¢emu su na

svakoj plocici ovih poploCavanja napisane njihove teZine.

ag | ay | as | ay ag | a1 by ap ba | ag
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Dakle,

0: 3| = a,a,a,a, + a,a,b, +a,b,a, +ba,a, +bb; .

Lema 3.2.9. Za neN ii,j,k€Z takvedaje 0<i<k <j<n-—1, vazi

iz jl=i:k—1k: j|+b|i:k—2|[k+1:j].

Dokaz. Razlikujemo dva slucaja:
1° k=i.Tada zbog |i:i—1|:1 1 |i:i—2|:0imamo
lick =1k jl+b|ik—2|k+1:j|=|izi=1|i: jl+b]i:i—2|fi+1: j|=]i: j].
2° k>i.Kako je i<k <j, broj kK mozemo posmatrati kao k- tu granicu pocetne
n - trake koja je i granica podtrake koja pocinje poljem i a zavrSava se poljem ;.
Ako se u poplo¢avanjima ove podtrake na poljima k£ —1 1 k£ ne nalazi ista domina,
onda je zbir tezina takvih poplocavanja jednak |i:k—1||k: j|. S druge strane, ako
posmatramo sva poploCavanja ove podtrake u kojim polja k —1 i k pokriva jedna
ista domina, onda je zbir teZina takvih poplocavanja b, |i ik — 2| |k +1:j | . Kako su na

ovaj na¢in  razmatrana  sva  poploCavanja  date  podtrake, vazi

i jl=lick =1k j|+b ik —2|k+1:

, §to je 1 trebalo da se se dokaze.

|
Napomena 3.2.10. Ako je u prethodnoj lemi k£ =i+ 1 dobijamo
i:jl=ali+1:j|+b.,i+2: 4], (3.3)
aza k= j imamo da je |i:j|:a/.|i:j—1|+bj|i:j—2|. (3.4)

Zamislimo sada da n - traku savijemo tako da od nje formiramo kruznu traku (nalik
na selotejp ili narukvicu) koja ¢e takode imati n polja (“kruzni kvadrati). Za n>?2,
jedina sustinska razlika izmedu #n - trake i1 kruzne n - trake je Sto kruzna n- traka ima
jednu granicu viSe izmedu susednih polja. Naime, kod kruzne n- trake susedna su i
polja numerisana sa 0 1 n—1. Prema tome, sve definicije uvedene u uvodu koje se
odnose na - traku zadrzavamo 1 za kruznu traku uz izvesne logi¢ne korekcije koje su

tehnicke 1 terminoloske prirode.
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Razmatramo sada problem poplo¢avanja kruzne n - trake. Naravno, pritom se
poplo¢avanja kruzne 7 - trake vrie “kruznim kvadratima” i “kruznim dominama™*’. Za
definiciju ovakvih poplo¢avanja moze se uzeti definicija 1.2. Za n>1, oznacimo sa

y pop ,

L,

., skup svih poplocavanja kruzne n- trake. Elemente ovog skupa nazivamo

Lukasove?! n - narukvice ili krate n - narukvice. Ako u n - narukvici granicu izmedu
polja 0 i n—1 pokriva domina, onda za tu »n - narukvicu kazemo da je van faze; u

suprotnom je n - narukvica u fazi.

@@@@@
Q) ©©

Slika 3. Levo je prikazana kruzna 4 — traka sa numerisanim poljima,
a desno sve 4 — narukvice. U prvom redu su narukvice u fazi, a u

. 22
drugom redu su 4 — narukvice van faze.

Da bi dali odgovor na pitanje koliko #n - narukvica postoji za dati prirodan broj 7,

potrebna nam je slede¢a definicija.

Definicija 3.2.11. Niz {/,} _ definisansa [, =2,,, =1 aza n>2,l, =1, +1,_, naziva

se Lukasov niz, a ¢lanovi ovog niza Lukasovi brojevi.

Lema 3.2.12. Za n € N, broj n — narukvica jednak je n — tom c¢lanu Lukasovog niza, tj.

vazi |En_1| =1

n*

Dokaz. Za n=1, jasno je da imamo samo jednu 1 - narukvicu, pa vazi £, =/, .

%% Kruzni kvadrati i kruzne domine su objekti koje dobijamo od kvadrata i domina prilikom savijanja
proizvoljnog poplocavanja (koje sadrzi bar po jednu dominu i jedan kvadrat) n — trake u kruznu n — traku.
! Edouard Lucas (1842 —1891) — francuski matematicar

% Kruzna traka je radi jednostavnosti crteza prikazana kao kruzni prsten
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Za n=2,imamo tri 2 - narukvice (slika 4).

Slika 4. Narukvice duzine 2
Prema tome je £, =1, .

Najpre ¢emo objasniti kako numeriS§emo plocice proizvoljne n - narukvice ¢ija je duZina
ne manja od 3. Plocica koja pokriva polje 0 kruzne 7 - trake (bilo da je u pitanju kruzni
kvadrat, kruZzna domina koja pokriva polja 0 1 1, ili kruZzna domina koja pokriva polja 0 1
n) je prva plocica. Druga ploc€ica je slede¢a plocica u smeru suprotnom od kretanja
kazaljke na satu, itd. Prema tome, poslednja plocica je ona koja prethodi prvoj. Kako
prva ploc¢ica odreduje faznost n - narukvice, postoji £, , n - narukvica kojima je
poslednja plocica kruzni kvadrat i £, n - narukvica kod kojih je poslednja plocica
kruzna domina (jasno je da odsecanjem poslednje plocice od svake n - narukvice pa
spajanjem ostatka u novu narukvicu, generiSemo sve narukvice duzine n—11in—2).

Dakle,za n>3 vazi L =L, ,+L, ;.
Na osnovu prethodno recenog i definicije 3.2.11sledi £, , =/ ,zasve n€N.

Napomena 3.2.13. Ako uzmemo da je £ ,:=2, onda ¢e jednakost £, , =/, vaziti i za

n=0.

Da bismo definisali teZinu » - narukvice proSiri¢emo neznatno definiciju 3.2.4.
Pored tezina koje su u ovoj definiciji uvedene, “kruznoj plocici” koja pokriva polja 0 i

n—1 (j. n- tu granicu) dodeljujemo broj b, . Jasno, tada je tezina date » - narukvice T,
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u oznaci w(T ) , jednaka proizvodu tezina svih plo€ica koje u njoj figuriSu. Prirodno je

uvesti i narednu definiciju.

Definicija 3.2.14. Za nizove realnih brojeva {ai}ie

I {b} i kruznu n - traku,
Ny JJ jeN

tezinska suma |0::n—1| predstavlja zbir teZina svih n - narukvica, tj. vazi

0:n—1:= > w(T).

TeL,
Lema 3.2.15. Za svaki prirodan broj n vazi |0 nn —1| = |0 n —1| +b, |1 ‘n— 2|.
Dokaz. Za n=1 je [0:1-1|+5|1:1-2|=|0:0|+ 5 |1:—1|=|0:0|=a, =[0::0].
Ako je n> 2 razmatramo dva slucaja:

1° n- narukvica je u fazi. Tada se “rezom” po n- toj granici n- narukvice dobija
tano jedno poplocavanje n - trake, oCigledno iste tezine kao pocetna n - narukvica.
Kako je proces obostran (mozemo od svakog poplocavanja n - trake dobiti tacno

jednu 7 - narukvicu iste tezine) zaklju¢ujemo da je zbir tezina ovakvih 7 - narukvica
jednak |O n —1|.

2° n- narukvica je van faze. Tada je tezina kruzne domine koja pokriva polja 0 i
n—1,jednakab, . Ako iseCemo tu kruznu dominu iz pocetne » - narukvice, dobijamo
poplocavanje (n—Z) - trake sa pocetnim poljem 1 i poslednjim poljem n—2 .

, a zbir tezina

Tezinska suma poplo¢avanja ovakve (n—2)- trake je |l:n—2

odgovarajuc¢ih 7 - narukvica je b, |1 ‘n— 2| .

Imajuc¢i u vidu slucajeve 1°1 2°, dobijamo |0::n—1|:|0:n—1|+bn |1:n—2 , Sto je i

trebalo da se dokaze.

Napomena 3.2.16. Podtraka kruzne n — trake koja pocinje poljem i a zavrSava se

poljem ; se formira tako $to od kruzne n — trake sa dva reza po i — toj i ( J +1) —0j

granici odsece potrebni deo trake a onda se dobijena traka savije u kruznu traku.
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Za prirodan broj n i cele brojeve i i jtakve da je 0<i<;j<nmn—1, sa |i::j|
oznacavamo tezinsku sumu podtrake date kruzne 7 - trake kojoj su polja numerisana od
i do j. Na primer, vazi |izi|=a, a za i=n—11i |izi+]|=aa,, +b.,+b,,. Za
potrebe narednih tvrdenja definiSemo |i i— 1| =2.

Primer 3.2.17. Za zadatu kruznu 4 — traku i nizove realnih brojeva {a,} i {bj} o
1 0 /

odredimo |O i 3| . Na osnovu leme 3.2.15 i primera 3.2.8 imamo
10::3]=[0:3|+,[1:2|=[0:3|+ b, (a,a, + b, ) =[0:3|+ ba,a, + b,b, =

a,a,a,a, + a,a,b, +a,b,a, +ba,a, +bb, +b,a,a, +b,b,.

Neka su sada nizovi realnih brojeva {al.}[eN i {bj}_ . periodi¢ni sa osnovnim
0 je

periodima redom a i b. Za prirodan broj m takav da NZS (a,b)|m posmatrajmo nm -
traku (C¢ija su polja numerisana od 0 do nm—1) cijim su poljima i granicama dodeljeni

Clanovi nizova {ai}‘eN i {bj} . kao u definiciji 3.2.4. Tada za ovu traku kazemo da je
i 0 Jj

perioda m . Neka je T jedno poploCavanje ovakve nm - trake. Tada se ono moze
posmatrati kao poploCavanje pravougaone mreze dimenzija nxm koje se dobija tako $to
se T iseCe na n delova od po m polja, pa se dobijene m - trake sloze prirodnim
redosledom jedna ispod druge. Prilikom ovog postupka se moze desiti da leva polovina
neke domine zavrsava jedan a desna polovina te domine pocinje drugi red (vidi sliku 5).

Primetimo da je pritom svim poljima u istoj koloni mreze dodeljen isti broj.

(g i - Apn—1 [ s
bl bg I | ‘
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Slika 5. Poplocavanje nm — trake perioda
m se moze posmatrati kao poplocavanje

pravougaone mreze dimenzija nxXm

Sledeca lema koristi sli¢an nacin razmisljanja koji je iznet u redovima iznad. Naime, ona
poploCavanje trake razbija u dva reda (u opStem slucaju redovi ne moraju imati jednak

broj polja) tako da je poljima u istim kolonama dodeljen isti realan broj.

Lema 3.2.18. Za ceo broj j > —1 i nizove realnih brojeva {a[ }ieN i {bk }keN perioda m
koji su dodeljeni ( Jj+2m+ 1) - traci, vazi

0:j+2m|:L|0:j+m|+ﬁ|0:j|,
gde su L:|j+m—|—1::j+2m| iﬁ:(—l)m+llﬂ[bk.

k=1

Dokaz. Razmotrimo dva slucaja:

I m =1. Tada za dobijenu (j+3)- traku na osnovu jednakosti (3.4) i periodi¢nosti
niza {b, }, . vaz

0:j+2|=a,,[0:j+1]+b,,,[0:j|=|j+2:j+2/|0: j+1|+5]0: j|=
1

|11+ 200+ 1+ (=1) " [ b J0: j| = L]o: j+1]+8lo: j].
k=1

2° Neka je m>11TeF,,,. Podelimo poplocavanje T u dva paralelna reda, od

kojih je prvi duzine j+m+1 a drugi duzine m . Pritom, kraci red se nalazi ispod
duzeg i oni su ,,desno poravnani“.® Kao §to je ve¢ objasnjeno, ako se u 7' na poljima
j+m i j+m+1 nalazi domina, onda se prilikom ovakve podele poplo¢avanja u
dva reda prvi red zavrSava levom polovinom domine a drugi red pocinje njenom

desnom polovinom. Ako je / pozitivan ceo broj, gde je j+1</< j+m-+1, takav

2 Ova dva reda su »desno poravnani“ ako za svako i takvodaje j4+1<i< j+4m,vaiidasupoljaii

1+ m uistoj koloni.
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da nijedna od granica / i /+m nije pokrivena dominom, kazemo da poplocavanje
T ima gresku na granici /.
Posmatramo najpre ona poploCavanja koja imaju bar jednu gresku, pa stoga

pretpostavimo da je 7' jedno takvo poploc¢avanje. Neka je za dato poploc¢avanje T,
g ‘= max {l : T ima greSku na granici l}. Zamenimo deo prvog reda desno od
granice g sa delom drugog reda desno od granice g+ m .** Na ovaj na¢in dobijamo
jedan par poplocavanja. Prvi red je poplocavanje ( j—i—m—i—l) - trake, dok je drugo
poplocavanje m - narukvica (ono moZe poceti i zavrsiti se polovinom domine, pa se
savijanjem moze dobiti i narukvica van faze) ¢ije je prvo polje j+m+1, a
poslednje j+ 2m. Ovaj postupak zamene delova poplocavanja ilustrovan je na slici

6.

Slika 6. Prikazano je 10 — poplocavanje sa greskom na trecoj granici (levo),
a na slici desno prikazani su 6 — poplocavanje u prvom redu i 4 — narukvica
van faze u drugom redu koji se dobijaju postupkom zamene delova (tailswaping)
od pocetnog 10 — poplocavanja
Primetimo da je opisani postupak reverzibilan jer ne menja mesto poslednje greske.

On takode zbog periodi¢nosti nizova {a, }ieNo i{b,},., otuvava tezinu (proizvod
tezina plocica) poploc¢avanja. Na ovaj nacin smo pokazali da postoji bijektivno
preslikavanje izmedu skupa svih poploc¢avanja ( Jj+2m-+ 1) - trake koja imaju greSku

ipodskupaod F,,, x L,  koji takode Cine elementi s greSkom.

** Ovakva tehnika zamene delova poplocavanja se zove tailswaping (zamena plocica) tehnika.
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Ostaje da u skupovima F, , i F, xL , nademo sve elemente bez greske.

j+m

Razmatramo dva slucaja:

1) Broj m je neparan. Posmatrajmo proizvoljnu formaciju od dva reda bez gresaka.
Prvi red ove formacije poc¢inje nekim (j+1) - poplodavanjem na koje se

. m ) y . . . .
nadovezuje domina, a zavrSava se polovinom domine. Drugi red pocinje

polovinom domine na koju se nadovezuje

domina. Jasno je da je svaka

takva formacija element skupa %, , ~(slika 7).

+2m

Slika 7. Za j=2,m =717 jedna od ukupno

tri formacije bez greske

TeZina svake od ovih formacija se moZe racunati tako Sto se teZina poploc¢avanja
( Jj+ 1) - trake kojom pocinje prvi red pomnozi sa tezinom preostalog dela

poplocavanja koje se sastoji od m domina (tezina dela koji se sastoji samo od

domina je zbog periodi¢nosti uvek | [5, ). Dakle, ukupna teZina ovakvih
k=1

formacija jednaka je ﬁbk-Zw(P):<—l)m+lﬁbk 10: j|=B-]0: j|. Imajuéiu
k=1 PE]‘-/- k=1

vidu prethodno rec¢eno, zakljucujemo da od zbira tezina svih poplocavanja

( j+2m+ 1) - trake treba oduzeti zbir tezina poplo¢avanja ( j+2m+ 1) - trake
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bez greSke da bi se dobio zbir teZina svih elemenata skupa F,,, x £

m—12

tj. da
vazi [0: j+2m|=L|0: j+m|+3|0: .
2) Broj m je paran. Posmatrajmo formaciju od dva reda bez gresaka. PosSto je m

parno, ta formacija predstavlja poplo¢avanje jedne ( Jt+m+ 1) - trake 1 kruzne m

- trake koje nije poplocavanje (j+2m+1)- trake. Prvi red ovakvih formacija
sastoji se od proizvoljnog ( j—H) - poploc¢avanja na koje se nadovezuje n
domina. Drugi red pocinje desnom polovinom domine na koju se nadovezuje
m—2

— domina i zavrSava se levom polovinom domine (slika 8). Dakle, sve

ovakve formacije su elementi skupa F,,, <L, .

Slika 8. Za j=2,m =06 jedna od

ukupno tri formacije bez greske

Sli¢no kao u slucaju 1) dolazimo do toga da je zbir tezina ovih formacija (- |0 i |
pa s obzirom da je m paran a da su formacije elementi skupa F,, XL, |,
dobijamo |O:j+2m|:L|0:j+m|+6|0:j|.

Time je dokaz zavrSen.

Napomena 3.2.19. Jasno je da zbog periodicnosti nizova {a} . i {b},, vazZi

L:|O::m—1

, Sto ¢emo ubuduce koristiti.

Napomena 3.2.20. Sli¢no kao lema 3.2.18. moze se pokazati da vazi i

lizj+2m|=Lli:j+m|+8li:j

,za 0<i<j. (3.5)
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Posledica 3.2.21. Ako uvedemo oznaku G, = |0:nm—1| gde je n nenegativan ceo broj
a m period nizova realnih brojeva {a, }ieNOi {b.},. > tada vazi

G,.,=1G,,,+05G, (3.6)
gdesu G, =11 G, :|O:m—1|.
Dokaz. Ako u jednakost iz leme 3.2.18. uvrstimo j = nm —1 dobijamo jednakost (3.6).

Sledece tvrdenje je centralno tvrdenje ovog dela. Ono govori o tome kako je moguce
skup poplo€avanja proizvoljne trake perioda m svesti na skup poplocavanja takozvane
“skoro periodi¢ne trake perioda 17, tj. trake koja je periodi¢na ako zanemarimo nulti
¢lan niza {aq, }ieNO , tj. ako ignoriSemo prvo polje trake.

Teorema 3.2.22. (Prva teorema kompresije) Ako je nm- traka perioda m ,gde je
neN,,meN, tadavazi

|0:nm —1|=]0:n—1|,
gde je za n>1 sa ||0:n—1|| oznacena tezinska suma poplocavanja n - trake cije su
tezine odredene periodicnim nizovima realnih brojeva perioda 1, {Ai }ieNO i {B,}leN koji
su definisani sa:

A, =]0:m—1,a 4 =L=|0:m—1|, zasve ieN i

B, :ﬁ:(—l)mﬂnbk zasve €N,

k=1
dok je ||0 : —1|| =1 po definiciji.
Dokaz. Dokaz izvodimo potpunom indukcijom po 7.

Baza indukcije. Za n =0 je |0 : —1| =1= ||0 =1

,azan=1 je|0:m—1|:AO :||0:0||.
Induktivni korak. Za n > 2, pretpostavimo da za svaki nenegativan ceo broj k, gde je
k<n, vazi |0:km—l|:||0:k—l||i pokazimo da tada tvrdenje vazi i za k=n. Iz

jednakosti (3.6) 1 induktivne hipoteze imamo
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0:nm—1|=G, =LG, ,+5G, , =L|0:(n—1)m—1|+B|0:(n—2)m—1|=
Lfo:(n—1)=1|+B[0:(n—2)=1|=L]|0:n—2|+B[0:n—3]=
A, ||0 n —2|| +B, ||0 in —3|| = ||0 : n—1||, gde se poslednja jednakost dobija iz (3.4) za

i=01j=n—1.

Na sli¢an nacin se moze dokazati i sledec¢a teorema.

Teorema 3.2.23. (Druga teorema kompresije [5])

Za nm-traku perioda mi n € N vazi |1 :nm —1| = |l im —1|||1 : n—l” .
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Glava 4

Primena u teoriji brojeva

U ovoj glavi ¢emo posmatrati isklju¢ivo jednostavne uzastopne razlomke ¢iji su svi

parcijalni koeficijenti prirodni brojevi.

4.1 Veza uzastopnih razlomaka i poploCavanja sa
Fibonacijevim i Lukasovim brojevima

U ovom delu rada videCemo kako se odnosi izmedu nekih ¢lanova Fibonacijevog
(Lukasovog) niza brojeva mogu opisati uzastopnim razlomcima. Takode ¢emo uociti da
se preko uzastopnih razlomaka mogu opisati odnosi izmedu uzastopnih clanova jo§

jedne klase rekurzivno zadatih nizova.

Iz teoreme 3.1.1 i leme 3.2.2 dobija se sledece tvrdenje.

_ o

Jun

Posledica 4.1.1. Za svaki nenegativan ceo broj n vazi |1,1,...,1
———

n+l

Dakle, svaki uzastopni razlomak oblika jednak je koli¢niku dva uzastopna

Ll,..,1
—_—

n

Fibonacijeva broja. Ako posmatramo beskonacan uzastopni razlomak [1,1,1,...] za koji

smo u primeru 2.2.15 videli da je jednak zlatnom preseku, dolazimo do zakljucka da

niz koli¢nika uzastopnih Fibonacijevih brojeva konvergira ka zlatnom preseku.

Postavlja se pitanje: Da li sli¢ne osobine ima niz Lukasovih brojeva?

n+2

l

n+1

Teorema 4.1.2. Za svaki nenegativan ceo broj n vazi |1,1,...,1,3
————

n

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom.
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Baza indukcije. Za n=0je [3]= % _h

Z .
. . V. ln+2

Induktivni korak. Neka za k =n vazi |1,1,...,1,3| ==

n n+l1
Dokazimo da tada tvrdenje vaziiza k=n-+1.
Z(~+1)+2:Zn+3:ln+z+ln+1:1+ln_+1:1+ LI S PR
Z( +1)+1 Z+2 l+2 l+2 lﬂ+2 ——=’

" " " " P L1,..,1,3 m
n+1 —

Ovim je dokaz zavrSen.

1
Teorema 4.1.3. dko je {1,} . niz Lukasovih brojeva, onda je lim '}—“ =,

gde je ¢ = I+ zlatni presek.

Dokaz. 1deja je da se za n>2, |1,1,...,1,3
—

n—1

[
:»}_ﬂ predstavi preko Fibonacijevih

n

brojeva.

Prema teoremi 3.1.1 brojilac p, , uzastopnog razlomka |L1,...,1,3
—_—

n—1

jednak je broju

slozivih poplo¢avanja n - trake sa visinskim uslovima

a,=1,0<i<n—-2a,,=3b,=L1<j<n-1.1Iz leme 3.2.2 sledi da je broj takvih

n—1

poplo€avanja koja se zavrSavaju kvadratom je 3- f, a koja se zavrSavaju dominom

f,.,.Dakle,p, ,=f ,+3f, .
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Analogno je imenilac razlomka |1,1,...,1,3
————

n—1

gy =Joat3f0-

Daljejeza n>2,

f;1—l+3](;’l
liml”—“zlimll,l,...,l,?; —tim Lo P gy S T i S S
AR ol B YA VA A S
f;171 n—1
L3 Y51
T 5435 543U5 55 10410V5 1445
B B N R N 20 2
2

Videli smo da niz koli¢nika uzastopnih Fibonacijevih brojeva konvergira ka zlatnom

preseku. MozZe se pokazati da ¢lanovi ovog niza predstavljaju dobre aproksimacije za

broj ¢ (vidi [9} ). Prirodno se namece pitanje: Da li sli€no vazi i za neke druge nizove

kolicnika Fibonacijevih brojeva? Delimi¢ni odgovor na to pitanje daje sledeci

primer.

— ﬁn+6
f‘3n+3

Primer 4.1.4. Dokazimo da za svaki nenegativan ceo broj n vazi |4,4,...,4
—_—

n+l

Dokazujemo tvrdenje indukcijom.

I
/s

N | oo

Baza indukcije. Za n=0 je [4] :%:

Induktivni korak. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za neko k£ = n, tj. neka je

— f‘3n+6

3n+3

1 dokazimo da tadaonovaziiza k=n-+1.

4,4,..,4
—~

n+l
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f3(”+1)+6 _ f3n+9 _ f3n+8 +f3n+7 _ 2f3n+7 +f3n+6 _ 3f3n+6 +2f3n+5 o

f3(n+1)+3 f3n+6 f3n+6 f3n+6 f3n+6
3>f3n+6 +>f3n+5 +f;n+4 +f;n+3 — 3f;n+6 +>f3n+6 +f;n+3 — 4f;n+6 +f;n+3 — 4+ >f3n+3 —
»f3n+6 ﬂn+6 »f3n+6 fén+6
1 1 . y

4+ =44 ——=14,4,...,4| , Sto je 1 trebalo da se pokaze.

Sinse —5

4,4,..,4
Sanes e
n+1
Kako je beskonaéni uzastopni razlomak [4,4,..|= lim|4,4,...,4| periodi¢an, on je
n—oQ | —————’

jednak nekoj kvadratnoj iracionalnosti pa zaklju¢ujemo da ka tom broju konvergira i

niz koli¢nika {@} . Ostaje samo da vidimo koji je broj u pitanju.
3n neN

. ) 1
Za tu svrhu oznac¢imo [4,4,...]:4—1—;1 sa x. Odavde je 4+—=x.
44— X
44

ReSavanjem ove kvadratne jednacine dobija se x,, = 24++/5 . Kako je x>0 vazi

x=2+\/§.

Dakle, fim L3 — 2445,

n—oo
3n

Sledec¢a teorema daje jedno interesantno uopstenje posledice 4.1.1 1 primera 4.1.4.
Teorema 4.1.5. Za prirodne brojeve s i d, neka je u,=lu,=s a za n>2

un+l

u

n

u,=su, +du, ,. Tadaje s,(d,s),(d,s),...,(d,s)

n
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Dokaz. Za n>0, neka je ¢, broj slozivih poplo¢avanja (n + 1) - trake sa visinskim

uslovima . Imamo ¢ | :=1 1trivijalno #, =s. U zavisnosti da

s,(d,s),(d,@,...,(d,s)

\

li se poplocavanje (n + 1) - trake sa zadatim visinskim uslovima zavrSava kvadratima
ili dominama, za n>1 dobijamo vezu ¢, =st, , +dt, ,. Odavde zakljuCujemo da za

svaki nenegativan ceo broj n vazi u, =¢, ,. Dalje, na osnovu teoreme 3.1.1 sledi

J un+l

u

n—1 n

— n_ —

t

s,(d,s),(d,oj),...,(d,s)

n

4.2 Prikazivanje prostih brojeva oblika 4k +1,kcN kao zbira
kvadrata dva prirodna broja

Ozna¢imo sa t(al,,ai +1,...,aj) broj slozivih poplocavanja (j—i+1) - trake sa

visinskim uslovima (al,,ai“,...,aj), gde su i i j takvidavazi, 0<i<jia, €N zasve

k,i<k<j.

Za prirodan broj n>2, ako prebrojavamo poplocavanja (n—l—l) - trake sa visinskim

uslovima (a,,a,,...,a,) u zavisnosti od toga da li se na poslednjem polju trake nalaze

naslagani kvadrati ili domina, dobijamo

t(ag,.a,)=at(ay,....a, ) +t(ay,....a, ,), 4.1)
aza n=1 je t(a,a)=at(a,)+1.

Slicno za cele brojeve n i/, gdeje n>210</<n—2,vazi

t(ao,...,an) = t(ao,...,a,)t(a,ﬂ,...,an)+t(ao,...,a,fl)t(am,...,an), 4.2)
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dok za n=1 imamo, ¢(a,,a,)=1(a,)t(a,)+1.

(prvi proizvod u jednakosti (4.2) racuna broj slozivih poploc¢avanja (n + 1) - trake sa
visinskim uslovima (a,,...,a, ) ukojima polja / i /+1 nisu prekrivena istom dominom,

a drugi proizvod broj takvih poplo¢avanja u kojima se na poljima / i /+1 nalazi ista

domina).

Ocigledno, za sve n € N, na osnovu simetri¢nosti vazi i

t(ag,..a,)=t(a,,...a,). (4.3)

Na osnovu teoreme 3.1.1 je

tay,...,a,
[ao,...,an]:<o—a) 2 (4.4)

Kako je [ao,...,an} jednostavan uzastopni razlomak, iz posledice 2.2.6 sledi da je

t(ay,....a,)

t(al,...,an) nesvodljiv, tj. vazi NZD (t<ao>~--,an)J(al,...,an)) =1.

Izleme 2.2.4 i p, =t(ay,....,a,),q, =t(a,...,a,) direktno sledi naredno tvdenje.

Posledica 4.2.1. Ako je t(ao,...,an) broj slozivih poplocavanja (n + 1) - trake sa
visinskim uslovima (a,...,a, ), onda vazi

t(aysera, )t (ayesa, | )—t(ag,a, )t (ay,.a,) = (—l)n_l, za n>1.
U dokazu centralne teoreme ovog dela koriste se sledece definicije.

Definicija 4.2.2. Za jednostavan uzastopni razlomak [ao,..., an} jednostavan uzastopni

razlomak [a, ,...,a,| se naziva reverzibilan.

% pritom vaZi bag P, :t(ao,,,,,an) iq, :t(al,,,,,a”), gdesu p i g definisani u definiciji 1.1.5.
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Definicija 4.2.3. Neka je [ao,..., an] jednostavan uzastopni razlomak kod kog je a, € N i

no

a, > 2. Tada je on palindrom ako 1 samo ako vazi [ao,...,an] = [a ...,ao} . Uzastopni

razlomak [1] je takode palindrom.
Pokazac¢emo kako je moguée uz pomo¢ uzastopnih razlomaka i poplocavanja dokazati
cuveno tvrdenje iz teorije brojeva.

Teorema 4.2.4. (m) Svaki prost broj oblika 4m +1, gde je m neki prirodan broj, moze

se na jedinstven nacin prikazati kao zbir kvadrata dva prirodna broja.
Dokaz. Neka je p=4m+1 posmatrani prost broj. Posmatramo one reprezentacije

razlomaka ﬁ, 1<i<2m kao jednostavnih uzastopnih razlomaka za koje je poslednji
i

parcijalni koeficijent ne manji od 2. Jasno je da je svaki od razlomaka £ veéi od 2, pa
i

vazi £=[a, ...a,]. edeje a, >2, a, >2i n,>0 za 1<i <2m. Iz jednakosti (4.4) i
l 1 1 1 1

(4.3)je
pP= t(“o,. s,y ) = t(% seees ) .

Ovo znaci da [an ,...,ao] takode ima brojilac p, pa kako su q¢, >2, a, >2, to je

[anl yeees g ] = E ,zaneko j, 1<j<2m.Odavde zakljucujemo da svaka od posmatranih

2m reprezentacija razlomaka B , 1<i<2m kao jednostavnih uzastopnih razlomaka

l

ima svoj reverzibilni par medu njima.
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Kako je ?:[p] palindrom, on je sam sebi reverzibilan. Jasno je da medu ostalih
2m —1 razlomaka mora postojati bar joS jedan koji je sam sebi reverzibilan, tj. bar jo§

jedan palindrom. Neka je to £ [ao\, s @, J = [anv seees g, J .
g : A : A

Dokaza¢emo da duzina palindroma (broj parcijalnih koeficijenata) mora biti parna. Radi

jednostavnijeg zapisa, izostavljatemo slovo s u zapisu parcijalnih koficijenata

uzastopnog razlomka £z[a0 ,...,an] . Pretpostavimo suprotno, neka je duzina
B ) s

palindroma P neparna i iznosi 2/ +3, za neko /> 0. Tada za / > 1, koriste¢i redom
S

(4.4), (4.2) 1 (4.3) dobijamo
p= t(ao,...,al,am,al,...,ao)
= t(ao,...,al)t(am,...,ao)—i—t(ao,...,aH)t(a,,...,ao)

= t(ao,...,a,)(t(a,+l,...,ao)—i—t(ao,...,a,fl)) )

Kako je #(ay,....a;)>2 i t(a,ﬂ,...,ao)+t<ao,...,a,7l)23 (zbog a, >21i t(ay,a_)=1),

dolazimo u kontradikciju sa ¢injenicom da je p prost. Na isti nacin, ako je /=0, sledi

p:t(aoaalaao):t<a0>t<alaao)+t<a0>:t(ao)(t<al’a0)+1)’

Sto je ocigledno slozen broj jer su mu oba c¢inioca prirodni brojevi veéi od 1.

Kontradikcija.
Dakle, palindrom P je parne duzine, pa je th(ao,...,a,,a,,...,ao), za neko />0.
s s

Dalje, ako je / >11imamo,

p= t(ao,...,a,,a,,...,ao)
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Sli¢no, ako je / =0, imamo
p=tlaya,)=t(a,)t(a,)+1=(t(a,)) +1".

Ostaje jos da pokazemo jedinstvenost predstavljanja. Neka je p=r>+s i p=u’+V’

za neke pozitivne cele brojeve r,s,ui v za koje vazi r > s i u>v. Kako je p prost

. ro.u . .
vazi NZD(r,s)zlzNZD(u,v). Prema tome, — i — se na jedinstven nacin mogu
s v

predstaviti kao jednostavni uzastopni razlomci kod kojih  poslednji parcijalni

. . .. r .U . .

koeficijenti nisu manji od 2. Oznacimo —:[ro,...,r,] 1 —:[uo,...,uw], gde je t,Lw>01
s v

r.>2, u,>2. Dalje, zbog prakticnijeg zapisa, izvodimo dokaz jedinstvenosti uz

pretpostavku da ¢ 1 w nisu manji od 2. Ako je bar jedan od brojeva ¢ i w manji od 2,
dokaz se uz neophodne korekcije zapisa izvodi potpuno analogno kao i1 kada to nije

slucaj.

t
Iz (4.4) sledi ~ = tgratt) Dalje je iz (4.3) 1 (4.2)
N t(rl,...,r,)

p:r2 +5° :t(i;,...,ro)t<r0,...,i;)—I—t(i;,...,rl)t(rl,...,r,):t<7;,...,r0,r0,...,7;).

Neka je x =¢(7;,..., 7y, Fy,.... 7;_, ) . 1z jednakosti (4.1) dobijamo

P=1(r s by Ty 7, ) = X1 1 (1o By Ty Ty ) > 2x 4 1. Odavde zakljuCujemo da je

2<x< pT—l . Takode, iz posledice 4.2.1.imamo

t(i;,...,ro,ro,...,rt)t(;;_l,...,ro,ro,...,i;_l)—t(rt,...,ro,ro,...,7;_1)t(i;_l,...,ro,ro,...,i;) =
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(—1)2[ =1,t. p-t(r_y,.sfyslyseestiy )—x° =1. Dakle, x* = —1(mod p).

t(u,,...,
Analogno dobijamo ¥ M
u

% t(ul,...,

Y =1(U sty ygsntt, ) VaZi 2< y < p2—1 i y’=—1(modp).

Dalje, iz x> = y*(mod p)sledi p deli x*—y*> =(x+y)(x—y). Kako je p prost, vazi

x=y(modp) ili x=—y(modp). Iz ¢&injenice da su x i y izmedu 2 i p2—1 sledi

x=y.Tada je prema (4.4)

o] = t(rnlisTosl) _p_p
t(;;_l,...,ro,ro,...,rt) x y

C t(uy,enug g, )
N t(”wﬁ""aanuoa-..,uw> B [uw,m’uo,uo’m’uw] ’

a zbog jedinstvenosti razvoja razlomka u jednostavan konacan uzastopni razlomak

gersur>2iu,>2)vazit=wir=u, zasve i, 0<i<t. Kao direktnu posledicu
.. r u . ) .. )
ovoga dobijamo —:[ro,...,r,]:[uo,...,uw]:— odakle je r=u i s =v, Cime je dokaz
S v
kompletiran.

Primer 4.2.5. Koriste¢i isti nacin razmiSljanja kao u dokazu prethodne teoreme,

napisa¢emo prost broj 17 kao zbir kvadrata dva prirodna broja. Najpre, napiSemo sve

razlomke E , 1<i<8 u obliku jednostavnih uzastopnih razlomaka kod kojih je
i

poslednji parcijalni koeficijent ne manji od 2.
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17
— =117
-=[17]
1—7:8+—:[8,2]
2
1_7:5+l:5+;_[5,1,2]
3 3 1L
2 2
4
£:3+l:3+;_[3,2,2]
2 2
LU L S
5 5
1_7:2+l:2+;:[2,2,3]
7 7 241
3 3
17 i lopg]
8 8

Ocigledno je da postoji tri para reverzibilnih uzastopnih razlomaka, kao 1 dva razlomka

koji su palindromi. Pored 1T7 = [1 7] , palindrom je 1 1?7 = [4, 4] .

Posmatramo palindrom % = [4, 4] . Vazi

17=1(4,4)=1t(4)t(4)+1=4-4+1=4+1°, §to je i trebalo da se uradi.
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Glava 5

Primena poplocavanja kod uzastopnih razlomaka
sa realnim parcijalnim koeficijentima

Posmatrajmo kona¢ni uzastopni razlomak [a0,<bl,a1),(b2,a2),...,(bn,an )] gde su
a,b € R, zasve 1<i<n.Pritom, pretpostavimo da su pomenuti parcijalni koeficijenti
takvi da je uzastopni razlomak [ao,(bl,al),<b2,az),...,(bn,an )] izraéunljiv.z(’ Da li 1 ovi

uzastopni razlomci imaju slicne osobine kao i uzastopni razlomci kod kojih su parcijalni
koeficijenti prirodni brojevi? Sledeca teorema predstavlja uopstenje teoreme 3.1.1 i daje

odgovor na postavljeno pitanje.

Teorema 5.1. ([5] ) Neka su a,,b, € R, gde je 0 <i<n,1<j<n,takvida je uzastopni

razlomak [a,,(b,,a,),(b,.a,),....(b,.a,)| izracunljiv. Tada vazi

O:n
a, +—b:[ClO’(bpal)’(bZ’aZ)""’(bn’an>]: ||1:n||’

gde je |O : n| (|l : n|) tezinska suma (n —H)- trake (n - trake) cijim su poljima redom
dodeljeni brojevi a;, za 0 <i<n (1<i<n), a granicama brojevi b,,za 1< j<n (

2<j<n).

Dokaz. Dokazac¢emo opstije tvrdenje, tj. da za nenegativne cele brojeve i 1 j, gde je

i
i+1: )

0<i<j<nm,vazi [i:j]: , gde je

%% Konaéni uzastopni razlomak [ao,(bl,al),(bz,az),_,_,(bn,anﬂ je izracunljiv ako se prilikom postupka njegovog

izracunavanja ne pojavljuje deljenje nulom.
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b.
[i:j] =aq, ++: [a[’(bi+1’ai+1)’<bi+2’ai+2)""’(b./’a./)] :

Dokaz izvodimo indukcijom po duZini uzastopnog razlomka

(@5 (15@101 )5 (Bris @2 )5 (B0, )] . PO veliGing j—i+1.

Baza indukcije. Ako je prethodni uzastopni razlomak duZine 1, tj. ako je j=i

dobijamo:

el —a =% i)
=l =a =3 it i1

Induktivni korak. Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za svaki uzastopni razlomak duZine

j—i+1 1 dokazimo da ono tada vazi 1 za razlomke duZine j—i+2 . Na osnovu

induktivne hipoteze i jednakosti (3.3) dobijamo

' ‘ i1+ 140, i +2: j+1
i j+1]
i+1:j+1]

Sadaza i =0 1 j =n dobijamo traZeno tvrdenje.
|

Kada je a,.,bj eNzasveiijgdeje 0<i<nl<j<n, tada se teorema 5.1 svodi na

teoremu 3.1.1.

Primer 5.2. Koriste¢i teoremu 5.1 izraCuna¢emo vrednost uzastopnog razlomka
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1+L\/§:[1,(\/5,2),(\/5,3),(\/5,4)].

24
V2
4

3+

Najpre ¢emo prikazati sva poplocavanja 4 - trake sa tezinskim uslovima

(1,(\/5,2) , (ﬁ,s) ,(\/5, 4)) 1 izraCunati njihove tezine.

1234224

V2:3.4= 12V
V2

] ¢ 4]l 1v2a=4v2
v2

122 = 22
2

V22 =2
vV2oV2

Dakle, |0:3|=24+12v2 +4v2 + 22 +2=26+18V2.

Da bi odredili brojilac ovog uzastopnog razlomka potrebno je odrediti tezinsku sumu

|1 :3|, tj. zbir tezina svih poplocavanja 3 - trake koja se dobija kad od prethodne 4 - trake

odbijemo pocetno polje. To su sledeca tri poploc¢avanja:

V2-4 = 42

i
¥

V2

62



T 2ve

4

v

1:3]=24+4V2+2V2 =24+ 6V2.

Prema tome,

V2 Jo:3 2641842
V2o 13 24462

3+-=
4

Odavde je prema teoremi 5.1, 1+

2+

O

Slede¢a teorema pojednostavljuje izracunavanje beskonacnih periodi¢nih uzastopnih
razlomaka®’ &iji su nizovi parcijalnih koeficijenata a, 1 b, perioda m (m > 1) svode¢i ih

na izraCunavanje beskonacnog uzastopnog razlomka ¢iji su nizovi parcijalnih

koeficijenata perioda 1.

Teorema 5.3. ([5|) Neka su a,,a,,... i b,b,,... periodicni nizovi realnih brojeva perioda

m i neka beskonacni uzastopni razlomak [ao,<b1,a1),<b2,a2),...} ima vrednost. Tada je

b 1

al+.b%_|1:m—1|

a, + |O:m—1|—|—

gde je L:|O::m—1| tezinska suma kruzne m — trake odredena gornjim nizovima, a

6=<—1)'"“ku-

k=

—_

%’ Govori se o izraCunavanju onih beskonacnih uzastopnih periodi¢nih razlomaka kod kojih je to moguce
u smislu definicije 2.2.3.

63



Dokaz. Za ceo broj n>—1, a na osnovu teoreme 3.2.22 i teoreme 3.2.23 vazi

,azan>0 je

0:(n+1)m—1|=]0:n] i [l:(n+1)m—1|=1:m

0:(n+)m—1 1 Jo:n] (5.1)
Tt Om 1] em—T] o] '

Koriste¢i ¢injenicu da svaki podniz konvergentnog niza konvergira ka istoj granici kao i

sam niz, teoremu 5.1, jednakost (5.1) i teoremu 3.2.22 imamozg,

a, + b = lim ao—l——b:lim a, + 5 =
2

n—oo

4

1 5 |__ 1 |() cm— 1| +L , §to je i trebalo da se

dokaze.

2y daljem tekstu ovog dokaza, srecu se nizovi {A} . i {Bj} . Oni su definisani u teoremi 3.2.22.
tJieN, jeN
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Napomena 5.4. Nizovi parcijalnih koeficijenata {a[},eN 1 {bi}‘eN ne moraju imati iste
1 0 1

osnovne periode. Ako je / osnovni period niza {,} . ,a n osnovni period niza
0

{bl}_ , onda se kao period ovih nizova moze uzeti bilo koji prirodan broj m za koji
tJieN

vazi NZS(Z,n)‘m.

Primer 5.5. Neka je dat beskonacni uzastopni periodi¢ni razlomak

1

(5.2)
2+ 2

3
3+ I

2

1+

1+

24 ——
340

1+ .

Koriste¢i teoremu 5.3 odredimo koji iracionalan broj predstavlja beskona¢ni uzastopni

razlomak (5.2). Jasno je da su oba niza parcijalnih koeficijenata a,, ., =k+1 za

i20,0<k<2ib,,,=kzai>0,1<k<3,periodi¢ni perioda 3,tj. m=3.

Na osnovu leme 3.2.15 imamo L=[0::2/=0:2|+3:[1:1|=11+3-2=17 (slika 9).

Slika 9: |0 : 2| za zadate tezinske uslove
Takode je 3 =(—1)""b-b,-b;=(—1)'1.2:3=6.
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Iz teoreme 5.3 zakljucujemo

1+ 12 — 0:m—1|+ 5 =
o . L:m—1| L+ B
3+ I L+5
1+ '
2
2+ 3
3+——
1+
L|o:2|+L6 :111+;6 (za |1:2| =8 vidi sliku 10).
1:2] 17+—— 8 174 5
174+~ 17+~
21 3] 236

[ ]

2

Slika 10: [1:2|=6+2=8

Jasno je da se izraCunavanje razlomka (5.2) svodi na izracunavanje razlomka

6
17+ 6 6
174+ —
Neka je x:# . Tada je x = . Resavanjem ove kvadratne jednacine
17 6 17+x
%
174+—
dobijamo x,, = % B33 kako je x>0 sledi x = % 313

Dalje je
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! _1
1+ 5 5
2+ 3
3+ 1
1+ 5
245
3
5+-313 |
16

114

17+

67

174+ —

1
=—(11+x)=
Hi14x)

1
8

5++/313

2
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Glava 6

Broj e kao uzastopni razlomak
6.1 Broj e irastroj poretka

U ovom delu ¢emo pricati o dva tipa permutacija koji su usko povezani sa jednom
interpretacijom broja e kao uzastopnog razlomka.
Definicija 6.1.1. Rastroj poretka od n elemenata je permutacija (i,i,,...,i,) skupa

{1,2,...,n} takva da je i, =j,zasve j€ {1,2,...,n}.

Rastroj poretka je prema tome svaka permutacija bez fiksnih elemenata. Za n>1,

oznaCavacemo sa d, broj rastroja poretka od n elemenata. Nije tesko utvrditi da je
d=0,d,=1((2,1)) i d,=2((2,3,1) i (3,1,2)). Za potrebe daljeg teksta definiSemo
d,=1.

L (1)

Lema 6.1.2. ([8}) Za svaki nenegativan ceo broj n vazi d, = n! T
k=0 .

ZO (-1
Dokaz. Za I’ZZOjC d0:1:0' T
k=0 :

Za n>1, ukupan broj permutacija skupa od n elemenata je n!. Za j€{1,2,...,n} ,
kazemo da permutacija (z’l,iz,...,iﬂ) ima osobinu P, ako je u njoj elemenat ; na
prirodnoj poziciji, tj. ako vazi i, = j. Jasno, permutacija je rastroj poretka ako nema
nijednu od osobina P,. Neka je sa 4, j € {1,2,...,11} obelezen skup permutacija od n

elemenata u kojem se nalaze one permutacije koje zadovoljavaju osobinu P,. Prema
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N4

Jj=1

tome, skup svih rastroja poretka od » elemenata je ﬂA_/, pa vazi d, = . Da bi

j=1

odredili broj elemenata skupa ﬂA_/ koristimo princip ukljucenja i iskljucenja [8]
j=1

Permutacije koje pripadaju skupu 4, imaju na j - tom mestu elemenat j dok se
preostalih n —1 elemenata mogu proizvoljno permutovati. Zbog toga je ‘Aj.‘ = (n—l)! ,
za j€{1,2,..,n}. Dalje, ako je {k,j} dvoelementni podskup skupa {1,2,..,n}, tada
skupu 4, (1 4, pripadaju tatno one permutacije koje imaju fiksne elemente na mestima
ki j (ii=k,i,=j), dok se ostalih n—2 elemenata mogu proizvoljno rasporediti.

Dakle,

A4,N4|=(n—2)!. Sligno za k>3, za bilo koji k - tolani podskup

k
M4,

J=1

{ii,i),..i, } C{1,2,...,n} vazi =(n—k)! . Na osnovu principa ukljucenja i

isklju¢enja, obzirom da broj svih moguc¢ih izbora k elemenata {il,iz,...,ik} skupa

{1,2,...,n} iznosi

n ..
J dobijamo:
k

! w ! 11 1 .1 n(—1)"
L +(-1) n—:n'[ ——t———+.+ (-1 —|=n! —)
3! nl 1121 3 nl)
n
Lako se dokazuju sledece tri jednakosti (vidi [8]).
lim % =L 6.1)
n—oopl e
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d,=nd,  +(-1)", n>1 (6.2)
d,=(n-1)(d, +d,,), n>2 (6.3)

Definicija 6.1.3. Permutacija bez fiksnih susedstava od n elemenata je permutacija

(iysiys-ensi, ) skupa {1,2,...,n} takva da za svako je{1,2,..,n—1} vazi i, +1=i,,.

Drugim re¢ima, u permutaciji bez fiksnih susedstava ne moze se desiti da dva uzastopna
prirodna broja budu susedi u rastu¢em poretku (npr. (1,3,2,4) jeste a (2,3,1,4) nije
permutacija bez fiksnih susedstava od 4 elementa).

Za ne€ N, obelezimo sa s, broj permutacija bez fiksnih susedstava od n elemenata.
Vazi sledeca lema.

n—1 _
Lema 6.1.4. Za n>1vazi s, = (~1) [”k 1](n —k)!.
k=0

Dokaz. Za j€{1,2,..,n—1}, kazemo da permutacija (i,,i,,...,i,) ima osobinu P, ako se
u njoj pojavljuje susedstvo (j,j+1). To zna¢i da skup permutacija bez fiksnih

susedstava od n elemenata sadrzi ta¢no one permutacije koje ne zadovoljavaju nijedno

od svojstava P,. Neka je sa 4,, j€{1,2,...,n—1} obeleZzen skup permutacija od n

elemenata u kojem se nalaze one permutacije koje zadovoljavaju osobinu P,. Tada je

n—1___
Sy = ﬂA.,-
j=1

Za je {1, 2,...,n—1} proizvoljna permutacija od n elemenata se nalazi u 4; ako i samo

ako se u njoj pojavljuje susedstvo ( Js j—l—l). Ovo susedstvo moZemo posmatrati kao
jedan blok 1 proizvoljno ga permutovati sa preostalih » —2 elemenata. Prema tome je

|4,|=(n—1)1.
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Neka je za prirodan broj &, gde je 2 <k <n-—1, {i,i,,...,i, } proizvoljan k - to¢lani

podskup skupa {1,2,..., n— 1}. Posmatrajmo sve permutacije koje sadrze sva susedstva

k
(ij,ij +1) ,Za j € {il,iz,...,ik}, tj. skupﬂA,j . U takvim permutacijama ima k

J=1
susedstava, ali moze biti1 (0 <¢ <k —1) tzv. preklapanja (Ako se isti elemenat
pojavljuje u dva susedstva, time je generisano jedno preklapanje.). U tom slucaju
susedstva sa preklapanjima odreduju elemente istog bloka. Broj blokova® je k —¢ (
svako preklapanje umanjuje broj blokova za 1). Broj elemenata permutacije od »
elemenata koji ne figuriSu u blokovima je n—2k +¢ . Da bi odredili broj ovakvih
permutacija posmatramo svaki blok kao jedan elemenat i onda ih proizvoljno

permutujemo sa preostalih n—2k +¢ elemenata. Na taj nacin dobijamo da je

k
N4,
j=1

=(k—t+n—2k+t)!=(n—k)!.

Na osnovu principa ukljucenja i iskljucenja je

s, =nl— n-l
! 1

n—

(n—l)!+[n2_1](n—2)!—[n3

](;1—3)!+...+(—1)”‘1 [n_l]u:

—_

n—1

(—1)k[ L ](n—k)!.

k

Il
)

Sledeca teorema daje jednu znacajnu vezu izmedu rastroja poretka i permutacija bez

fiksnih susedstava.

Teorema 6.1.5. Za svaki prirodan broj n vazi s, =d, +d, .

Dokaz. Za n=1 je s, =1=0+1=d, +d,.

2 Npr. u permutaciji (2,3,4,5,7,6,1,8,9) blokovi su (2,3,4,5) i (8,9). Ocigledno je k=4, t=2 (brojevi 3i 4 se
preklapaju).
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. n=1} [n] (n—1 . .
Za n > 2,1z jednakosti = _k 1,gdejelgkgn—l,sledl

”3 ](n—3)!+...+(—1)”‘1["_1]1!:

n—1

6.2 Dve reprezentacije broja e kao uzastopnog razlomka

Do prve reprezentacije broja e kao uzastopnog razlomka dosao je poznati §vajcarski

matematicar Leonard Ojler. On je u delu Observationes circa fractiones continuas (vidi

[10] ), objavljenom posle njegove smrti, zapisao e kao
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Teorema 6.2.1. (Prva interpretacija broja e preko uzastopnih razlomaka)

e=[2,(11),(1,2).,(2,3),(3.4),(4.5)...] =2+ !

1+ !

2
3
4+i.

5+ .

2+
3+

Podsetimo se, n -ti konvergent za beskonacni uzastopni razlomak

[2,(1,1),(1,2).(2,3),(3,4).(4,5),.. ] (6.4)
. 2 1 3

uoznaci e ,jeza n=0 e0:2:T:[2],za n=1 e :2+I=T:3=[2,(1,1)],aza

1
n>2 e =2+ i =[2.(1,1),(1,2).(2,3),(3,4).(4,5),....(n = 1,n)].

1+
2
2+ —
.“+n
n

Oznacimo sa P, brojilac n - tog konvergenta uzastopnog razlomka (6.4), a sa O,
njegov imenilac. VazZno je napomenuti da su P, i Q, brojilac i imenilac onog razlomka

koji se dobija kada se konaCan uzastopni razlomak koji predstavlja #-ti konvergent od
(6.4) napiSe u obliku razlomka pri ¢emu se u toku tog postupka ne koristi skracivanje

razlomaka. Niz brojilaca konvergenata za uzastopni razlomak (6.4) je 2, 3, 8, 30, 144,

840, ... (niz A001048 u [15} ), dok je niz imenilaca 1, 1, 3, 11, 53, 309, ... (niz A000255
u [15} ).

Iz leme 6.1.2 se dobija da su prvih nekoliko ¢lanova niza d, rastroja poretka od n
elemenata 1,0, 1,2, 9, 44, 265, ... (niz A000166 u [15]). U [15] stoji da se opsti ¢lan

niza brojilaca konvergenata uzastopnog razlomka (6.4) izracunava po formuli
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a (n) =n4 (n — 1)! gde je nulti konvergent indeksiran sa 1, prvi sa 2, itd. Takode, za
prvih nekoliko ¢lanova niza imenilaca konvergenata beskonacnog uzastopnog razlomka
[2,(1,1),(1,2).(2,3),(3,4).(4,5),..] vazi Q, =d, +d,, O, =d,+d,, itd. Ova zapazanja
su sistematizovana u slede¢em tvrdenju.

Lema 6.2.2. ([3}) Za n- ti konvergent beskonacnog uzastopnog razlomka
2,(1,1),(1,2).(2,3),(3,4).(4,5),..], gde je n€N, , brojilac je P, =(n+1)! + n!, a

imenilac Q, =d, , +d,, gdeje d, broj rastroja poretka od n elemenata.

Dokaz. Dokaz izvodimo potpunom matematickom indukcijom.

14+ 0!
Baza indukcije. Za n =0 je e, :g:%:(l)i—i—ll: ;—:_(C)Z .
0 1 0

Induktivni korak. Pretpostavimo da za svako k <n vazi tvrdenje leme, tj. neka je

k+1)4k!
e, = Ly & i dokaZimo da tada tvrdenje vaziiza k=n.
Qk dk+1 + dk

Na osnovu leme 2.1.7, induktivne hipoteze 1 jednakosti (6.3) sledi

P nP_ +(n=1)B_, n(n+(n=1))+(n-1)((n=1)+(n-2))

"0, n0,,+(n-10,.,  n(d,+d_)+ (n 1)(d,,1+d,,2>

n(n—1)Y(n+1)+(n—-1)(n=2)(n—1+1) _(n+1)+n!
d, +d, d, +d,

n+1

Sada mozemo dokazati da je e =[2,(11),(1,2).(2,3),(3,4).(4,5),...-
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Dokaz teoreme 6.2.1. Pokaza¢emo da niz {en} konvergenata beskona¢nog

neN
uzastopnog razlomka (6.4) konvergira ka e. Koriste¢i redom lemu 6.2.2, jednakost
(6.3) 1 jednakost (6.1) dobijamo

<n+l)!+n!:1im(n+2)n! ) (n+2)!

lime, = lim p = lim = lim
n—o0 n—oo dn+1 + \ n—o0 nin n—o00 dn+2 n+2—00 d”+2

n+1

Sto je i trebalo da se dokaze.

U nastavku dajemo jo$ jedan dokaz teoreme 6.2.1 koriS¢enjem kombinatornih

interpretacija nizova {P,} i {Q,} .
n 0 n 0

Lema 6.2.3. Broj slozivih poplocavanja (n+1) - trake (n>1) sa visinskim uslovima
(2,(1,1),(1,2),(2.3).(3.4),(4.5),..(n—L,n)) koja se zavr$avaju plocicom sa
naslaganim dominama je n!, a koja se zavriavaju poliem na kome su naslagani
kvadrati je (n+1)!.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po duzini trake koja se poplocava.

Baza indukcije. Ako je traka duzine 2 (n = 1) , onda je broj slozivih poplo¢avanja koja
se zavr$avaju poljem s kvadratima 2-1 =2 = (1 +1)!. Jasno, postoji samo jedno

poplocavanje 2 — trake sa zadatim visinskim uslovima koje se zavrSava dominama.

Induktivni korak. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve trake sa visinskim uslovima

(2,(1,1),(1,2),(2,3).(3,4),(4.5),...(k—Lk)) , gde je k <n i pokazimo da tvrdenje
onda vazii za (n + 1) - traku sa visinskim uslovima

(2,(1,1),(1,2),(2,3),(3, 4),(4,5),....(n— l,n)). Dokazimo deo tvrdenja koji se odnosi na
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broj slozivih poplo¢avanja (n + 1) - trake koja se zavrSavaju plo¢icom sa dominama.

Oznacimo broj takvih poplocavanja sa ¢,.

t, :<n—1)(n—2)!+(n—1)<n—1)! = (n—l)!—i—(n—l)(n—l)!: (n—l)!(l—i—n—l):
(n—1)tn=n!
Gornji izraz (n—l)(n—2)! predstavlja broj slozivih poploc¢avanja <n+l) - trake koja

na poslednja Cetiri polja imaju domine i dobija se uz pomo¢ indukcijske hipoteze i

¢injenice da se na poslednja dva polja moze naslagati najviSe n—1 domina.
Drugi izraz (n — 1)(11 — 1)! predstavlja broj sloZivih poploc¢avanja (n + 1) - trake koja

na poslednja dva polja imaju domine a na tre¢em polju sdesna kvadrate i dobija se uz
pomoc¢ indukcijske hipoteze i Cinjenice da se na poslednja dva polja moze naslagati
najviSe n—1 domina.

Analogno se dokazuje drugi deo tvrdenja.

Sada ¢emo dati opis postupka uspostavljanja bijekcije izmedu skupa slozivih

poploCavanja (n + 1) - trake sa visinskim uslovima
(2,(1,1),(1,2),(2,3),(3, 4),(4,5),...,(11—1,11)) i unije skupova permutacijaod n i n+1

elemenata. Uspostavi¢emo bijekciju tako Sto ¢emo objasniti algoritam kojim se

odredeni tipovi slozivih poplocavanja (n + 1) - trake preslikavaju u permutacije od n
1 n+1 elemenata. Preslikacemo sloziva poploCavanja (n +1) - trake koja se

zavrSavaju kvadratima u permutacije od n+1 elemenata, a ona koja se zavrSavaju

dominama u permutacije od n elemenata. Ovo je mogucée zbog leme 6.2.3. U daljem

tekstu ¢e sa S’ biti oznaeno i naslaganih kvadrata, a sa D’ j naslaganih domina.

Preslika¢emo najpre poplocavanja 2 — trake:

SS +— (1,2)
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Za preslikavanje poplocavanja duze trake, koristi se ve¢ definisano preslikavanje
poplocavanja trake krac¢e za 1. Odnosno, ako pretpostavimo da je definisana bijekcija

izmedu slozivih poplocavanja n - trake i skupa permutacija od n i n—1 elemenata,

onda ¢emo sloziva poplocavanja (n—l—l) - trake sa zadatim visinskim uslovima

preslikati na slede¢i nacin:

I° Poplocavanje T (n+1) - trake koje se zavriava plo¢icom na kojoj je sloZeno

i domina: Ovo poplocavanje zamenjujemo poplocavanjem koje dobijamo kada
umesto poslednje ploCice sa i domina, stavimo ploc¢icu sa i kvadrata. Dobijamo
poploCavanje n- trake koje je potpuno isto kao po€etno u prvih n—1 polja trake,
a na n- tom polju ima i kvadrata. Kako je dobijeno poplo¢avanje n - trake, ono
se ve¢ preslikava u neku permutaciju od n elemenata, i u tu permutaciju ¢emo

preslikati poploc¢avanje 7. Na slici ispod, prikazano je kako se preslikava slozivo
poplocavanje 8 — trake sa visinskim uslovima (2,(1,1),(1,2),(2,3),...,(6,7)) koje se
zavrSava sa pet domina naslaganih na poslednja dva polja trake. Od ovog
poploCavanja, odseCe se poslednje polje i na taj nafin se od slozivog
poplo¢avanja 8 — trake koje se zavrSava sa pet domina dobije poplocavanje 7 —

trake koje je isto kao po€etno u prvih Sest polja s tim §to na poslednjem, sedmom

polju ima 5 naslaganih kvadrata. Dobijeno poplocavanje se ve¢ preslikava u neku
permutaciju (i, i, iy, i,,05,ig,i;) , 1 u tu istu permutaciju preslikavamo pocetno

preslikavanje 8 — trake.
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}.-' =5 — ('.f:],_ T2, 13, T4 15, 1564 ?‘:;:I

2° Poplocavanje T koje se zavrSava sa i kvadrata na poslednjem polju ispred
kojih je polje s kvadratima: Po¢injemo od permutacije od n elemenata u koju se
preslikava poplocavanje n - trake koje se dobija kad se od 7' odbije poslednja
plocica. U tu permutaciju ubacimo n+1 na i - tu poziciju sdesna. Kako je
1<i<n jasno je da se n+1 moZe pojaviti na bilo kom mestu u novoj
permutaciji osim na prvom sleva. Na slici ispod prikazano je kako se preslikava
slozivo poplocavanje 8 — trake sa visinskim uslovima

(2,(1,1),(1,2),(2,3),...,(6,7)) koje ima 4 kvadrata na poslednjem polju, a ispred

koga je polje s dva kvadrata. Naime, poplocavanje 7 — trake koje se dobija
odsecanjem poslednjeg polja pomenutog slozivog poplocavanja 8 — trake se

preslikava u neku permutaciju od 7 elemenata (i, i,,i;, i, is, i, i, ). U ovu

permutaciju, ubacujemo broj 8 na cetvrto mesto sdesna.

Yo=4 — (i1, i, i3, 04, 8, 45, dg. i7)

3° Poplocavanje T koje se zavrSava sa i kvadrata na poslednjem polju ispred
kojih su domine: U ovom sluc¢aju, poploCavanje n - trake koje se dobija kad se od
T odbije poslednja plocica preslikava se u permutaciju od n—1 elemenata. Toj
permutaciji dodajemo broj n na i- to mesto sdesna, a nakon toga ubacujemo

n+1 na prvo mesto sleva. Na slici ispod prikazano je kako se preslikava slozivo

78



poplo¢avanje 8 — trake sa visinskim uslovima (2,(1,1),(1,2),(2,3),...,(6,7)) koje
na poslednjem polju ima dva kvadrata a na pretposlednjem tri domine. Prateci
opisani postupak, u permutaciju od 6 elemenata (i,i,,i,i,is,i) u koju se
preslikava poplocavanje koje se dobija kada odseCemo od poplocavanja § — trake

poslednje polje sa dva kvadrata, ubacujemo najpre na drugo mesto sdesna broj 7,

a potom na prvo mesto sleva broj 8.

}a’ =2 — (8.?:‘].'#2.!-;;,?:_1. f.,”,._i-'_.'if-[j:l

Jasno je da je na osnovu opisanog algoritma definisano preslikavanje “1-1”. Na
osnovu leme 6.2.3 sledi da domen i kodomen preslikavanja imaju isti broj elemenata

pa je opisano preslikavanje i “na”.

Primer 6.2.4. Na osnovu opisanog algoritma preslikacemo skup svih slozivih
poplo¢avanja 3 - trake sa visinskim uslovima (2,(1,1),(1,2)) u uniju skupova
permutacija od 2 i 3 elementa, tj. uspostavi¢cemo bijekciju izmedu skupova

{SSS,SSSZ,SZSS,SZSSZ,DS,DSZ,SD,SZD} 1

{(1,2),(2.1),(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2.3,1),(3,1,2),(3,2.1)} .

e SSS: Kako je na poslednjem polju jedan kvadrat onda permutaciji (1,2) u

koju se preslikava SS dodajemo broj 3 na prvo mesto zdesna i dobijamo

permutaciju (1, 2,3).
e Sli¢no prethodnom, SSS* (1,3,2)
e S5°SS (2, 1,3) zbog S*S +— (2,1)i slucaja 2° gore opisanog algoritma

o 5887 —(23,1)
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e DS+ (3,1,2) zbog D (1)i slucaja 3° gore opisanog algoritma
e DS (3,2,)
e SDw— (1,2) zbog SS+— (1,2)i slucaja 1° gore opisanog algoritma
. $D—(21).
O

Postavlja se pitanje kako preslikati poploCavanje duze trake u odgovarajucu

permutaciju. Neka je 7 slozivo poplocavanje n - trake. Formiramo niz poplo¢avanja

T, 1<i<n-—1, gde je T, poplocavanje koje se dobija od T odsecanjem i—1 polja

1

pocevsi od poslednjeg 1 broje¢i sdesna na levo. Poslednje u tom nizu poplo€avanja,

T ., je poplocavanje 2 - trake kojem je pridruZena jedna od tri bazne permutacije.
Dalje, vracajuc¢i se unazad kroz niz 7, i prate¢i gore opisani algoritam, dobijamo

permutaciju pridruzenu poplocavanju 7 . Opisani postupak je ilustrovan slede¢im

primerom.

Primer 6.2.5. Koja permutacija je pridruZena slozivom poplo¢avanju 10 - trake
T=S°SDD*S’S°D*?

T=T =S8SDD*S’S°D’ —(7,5,8,2,9,1,6,4,3)

T, = S’SDD*S°S°S° —(7,5,8,2,9,1,6,4,3)

T, = S*SDD*S’S° —(7,5,8,2,1,6,4,3)

T, =S’SDD’S* — (7,5,2,1,6,4,3)

T, =S’SDD* — (5,2,1,4,3)

T, = S’°SDS* — (5,2,1,4,3)

T,=5°SD —(2,1,3)

T,=SSS —(2,1,3)

T, = 52 v (2,1)
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Dakle, S°’SDD*S*S°D” +— (7,5,8,2,9,1,6,4,3).
i
Slede¢a lema daje vezu izmedu imenioca n - tog konvergenta uzastopnog
razlomka e:[2,(1,1),(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),...] i permutacija bez fiksnih susedstava
od n+1 elemenata.

Lema 6.2.6. ([3}) Postoji bijekcija izmedu

e Skupa permutacija bez fiksnih susedstava od n+1 elemenata, i
o Skupa slozivih poplocavanja n - trake sa visinskim uslovima
(1,(1,2),(2.3),..s(n = 1,n)).

Dokaz. Prikazacemo nacin na koji se sloziva poploCavanja n - trake sa zadatim
visinskim uslovima preslikavaju u permutacije bez fiksnih susedstava od n+1
elemenata.

Ako sa T, ozna¢imo jedino sloZivo poplocavanje 0 - trake (prazno poplocavanje),
njemu dodeljujemo permutaciju (1) (koja je po definiciji permutacija bez fiksnih
susedstava), tj. 7, — (1).

Kako je jedan kvadrat jedino slozivo poplocavanje 1 - trake sa visinskim uslovom
(1) a (2,1) jedina permutacija bez fiksnih susedstava od dva elementa, jasno je da
vazi S (2,1).

Za n>2, pretpostavimo da smo svim slozivim poplocavanjima traka kra¢ih od n
pridruzili odgovaraju¢e permutacije bez fiksnih susedstava. Tada imamo dva slucaja
za poplocavanja n - trake:

1° Poplo¢avanje T se zavrSava sa i kvadrata na poslednjem polju trake.

Pocinjemo od permutacije od n elemenata bez fiksnih susedstava koja je

pridruzena slozivom pologavanju (n—1) - trake koje se dobija kad se od T odsece

poslednja plocica. U tu permutaciju ubacujemo n+1 na i - tu poziciju sdesna

iskljuGujuci poziciju koja bi dovela do susedstva (n,n+1) (to je jedina nelegalna
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pozicija za n+1, ostale zovemo legalne). Kako je 1<i<n, n+1 se moze
pojaviti na bilo kom mestu osim odmah do » s desne strane. Formalnije receno,
definiSemo skup preslikavanja o,:S, — S,., za 1<i<n, takvih da svako od njih
u permutaciju od n elemenata bez fiksnih susedstava ubacuje n+1 na i - to
legalno mesto sdesna. Pritom smo ovde sa Sj ,gdeje je {n,n +1} , oznacili skup

permutacija od j elemenata bez fiksnih susedstava koje su pridruzene slozivim

poplo¢avanjima (j —1)- trake sa visinskim uslovima

(1.(1,2),(2.3),00s(j = 2.7 1))

2° Poplocavanje T se zavrSava plo¢icom sa i domina. Po¢injemo od permutacije
7 od n—1 elemenata koja je pridruZzena poplocavanju n—2 trake koje se dobija
kad se od T odsece poslednja plocica. Formiranje permutacije od n+1 elemenata
bez fiksnih susedstava koja se pridruzuje poplo¢avanju 7 ide u tri koraka:

1) upermutaciji 7= svaki element ve¢i od i uve¢amo za 1

2) napravimo susedstvo (i,i—H) ubacivanjem broja i+1 u 7

3) razbijemo susedstvo (i,i+1) ubacivanjem broja n+1 izmedu i i i+1
Primetimo da zbog 1<i<n—1, opisanim postupkom mozemo dobiti bilo koji
podniz (1, n+1, 2) , (2, n+ 1,3) s e s (n —1Ln+1, n) . Formalnije re¢eno, definiSemo
skup preslikavanja 6,:S, | — S,.,, (sa S;, gde je je€{n—1,n+1}, smo oznadili
skup permutacija od j elemenata bez fiksnih susedstava koje su pridruzene
slozivim poplo¢avanja (j —1)- trake sa visinskim uslovima

(1,(1,2),(2,3),...,(]'—2,j—l))) gde je & () permutacija od n+1 elemenata bez

fiksnih susedstava koja se dobija od permutacije 7 bez fiksnih susedstava od
n—1 elemenata tako $to se na m primene koraci 1), 2) 1 3).
Iz opisanog algoritma jasno je da je definisano preslikavanje “1-1%. Pokaza¢emo da

je ovo preslikavanje i ,,na“.
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Neka je za n>2, 7 proizvoljna permutacija bez fiksnih susedstava od n-+1
elemenata. Razlikujemo dva slucaja:
1° Permutacija 7 sadrzi podniz (i,n+1,i+1) za neko i, gde je 1<i<n-—1.
Izbacimo iz 7 Clanove n+1 1 i+1, pa potom svaki preostali elemenat veci od i
umanjimo za 1. Na taj nain dobijamo permutaciju bez fiksnih susedstava od

n—1 elemenata koju ¢emo oznaciti sa 7' . Permutaciji 7' pridruzeno je neko
slozivo poplocavanje (n—2) - trake sa zadatim visinskim uslovima, u oznaci T".
Neka je T slozivo poplo¢avanje n - trake koje je isto kao T’ u prvih n—2 polja,
a na poslednja dva polja ima i naslaganih domina. Na osnovu opisanog

algoritma, jasno je da se poplocavanje T preslikava u permutaciju 7.

2° Permutacija 7 ne sadrzi podniz (i,n+1i+1) ni za jedno i, gde je
1<i<n—1. Izbacivanjem n-+1 iz m dobijamo neku permutaciju bez fiksnih
susedstava od n elemenata. Ozna¢imo je sa 7' . Permutacija 7’ pridruZzena je
nekom slozivom poplocavanju (n—l)- trake sa zadatim visinskim uslovima, u
oznaci T'. Slozivo poplo¢avanje n - trake T, koje je isto kao T'u prvih n—1
polja a na poslednjem polju ima i naslaganih kvadrata se ocigledno preslikava u
permutaciju .

Ovim smo dokazali da je opisano preslikavanje ,,na®.

Odavde na osnovu leme 6.2.6 i teoreme 6.1.5 sledi da je i kombinatorno potvrdena

veza Q, =d,  +d, ,za n>0.

n+l

Primer 6.2.7. U ovom primeru ¢emo slozivim poplo¢avanjima 2 - trake sa visinskim

uslovima (1,(1,2)) pridruziti odgovaraju¢e permutacije od 3 elementa bez fiksnih

susedstava.

83



e SS: Kako je kod ovog poplo¢avanja jedan kvadrat na poslednjem polju a vazi
S+ (2,1), ubacujemo broj 3 na prvo legalno mesto sdesna i dobijamo (2,1,3)
tj. vazi (0,00,)(1)=0, (0, (1)) =0,(2,1)=(2,1,3).

e SS* : Ubacujemo 3 na drugo legalno mesto sdesna i dobijamo
(0,00,)(1)=0,(0,(1))=0,(2,1)=(3,2,1).

e D: Polazimo od permutacije (1) koja je pridruzena praznom poplocavanju i
kreiramo susedstvo (1,2) a onda ga razbijemo brojem 3 dobijajuéi (1,3,2), t;.
vazi 6,(1)=(1,3,2).

m

Primer 6.2.8. Na primeru sloZivog poplo¢avanja 8 - trake SSS*D’D"S’ prikazaéemo
postupak opisan u prethodnoj teoremi kojim ¢emo ovom poplocavanju dodeliti

permutaciju od 9 elemenata bez fiksnih susedstava.
SSS’D’D*S® — 0,6,6,0,0,0, (1) = 0,6,6,0,0,(2,1) = 0,6,6,0,(2,1,3) =
0,6,6,(2,4,1,3)=0,6,(2,6,3,5,1,4) = 0,(2,7,3,6,1,4,8,5)=(2,7,3,6,1,9,4,8,5).
Vredi objasniti samo Cetvrtu jednakost u nizu. PoCinjemo od permutacije (2,4, 1,3)

koja korespondira sa poplo¢avanjem SSS° , pa kako je slede¢a plogica u

poplo€avanju ona sa dve sloZzene domine, uveavamo sve brojeve vece od 2 u

permutaciji (2,4,1,3) za 1. Na taj nalin dobijamo Ccetvorku (2,5,1,4) u koju
ubacujemo broj 3 tako da kreiramo susedstvo (2,3) formirajué¢i permutaciju od 5

elemenata sa tacno jednim fiksnim susedstvom, (2,3,5,1,4). Ostaje jos da

ubacivanjem broja 6 razbijemo dobijeno susedstvo Sto rezultira permutacijom
(2,6,3,5,1,4).

m
U slede¢em primeru dajemo i obrnuti postupak, tj. za zadatu permutaciju formiramo

odgovarajuée poplocavanje.
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Primer 6.2.9. Neka je data permutacija (6,3,5,1,4,2) .
Kako je broj 6 na petom legalnom mestu u ovoj permutaciji jasno je da se na petom
polju u odgovaraju¢em poplocavanju nalazi 5 kvadrata. Izbacimo 6 iz permutacije i

dobijemo (3,5,1, 4,2). Sli¢no prethodnom, na Cetvrtom polju poplocavanja nalaze se
tri kvadrata. Sledeca permutacija koju posmatramo je (3,1,4,2). Kako u njoj broj 4
razbija susedstvo (1,2) jasno je da je sledeca plocCica u poplocavanju jedna domina

(pokriva drugo i tre¢e polje trake). Izbacimo 4, rasformiramo susedstvo (1,2)

izbacivanjem broja 2 i preostale brojeve u permutaciji koji su ve¢i od 1 umanjimo za

1. Na taj nacin dobijamo permutaciju (2,1) koja korespondira sa jednim kvadratom.

Dakle, trazeno slozivo poplo¢avanje 5 - trake je SDS°S”.

Pored ovog postoji jos nekoliko prikaza broja e kao uzastopnog razlomka.
Svakako je jedna od elegantnijih reprezentacija za e

2
3
4
5
6

6+.

e=2+
2+

3+
4+
5+

Da je gornji uzastopni razlomak zaista jednak broju e pokazuje sledeca teorema.
Teorema 6.2.10. (Druga interpretacija broja e preko uzastopnih razlomaka)

2
3
4
5

Vazi e=[2,(2,2).(3.3),(4.4).(5.5).(6,6),..] =2+
2+

3+

44 —7—
5+L.
6+ -.
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Dokaz. Dokaza¢emo da ako su 7, i l/"; redom 7 - ti konvergenti uzastopnih
razlomaka e=12,(1,1),(1,2),(2,3).(3,4),(4.5)...] i [2.(2,2),(3.3),(4.4),(5.5).(6.6)....]

,onda vazi r, =r, za svaki nenegativan ceo broj 7.

—

Nekaje r =2 i 7 =22 gdesu P, 0, P i 0, i>0 definisani u definiciji 2.1.5.

U lemi2.1.7smouveli P, =P, =1i Q0 , =0, =0.

Dokaza¢emo indukcijom da za svaki nenegativan ceo broj n vazi f’; :<n+1)f; i

—~

0,=(n+1)Q,.

Baza indukcije.

Zan=0 vazi B,=2=(041)-2=(0+1)P,.

Induktivni korak. Pretpostavimo da za svako k <n vazi P, = (k+1)P, i

O, = (k+1)Q, i pokazimo da tvrdenje vaZi i za k = n. Iz leme 2.1.7 i induktivne
hipoteze imamo

B=(n+)B +(n+1)B = (n+1)(B + P ) =(n+1)(nB +(n—1)P,,) =
(n+1)P,.

Analogno se dokazuje da vazi O, = (n+1)0,.

P (n+1)P, P

Odavde je ;n: L =

0, (n+10, 0,

[2,(2,2),(3,3),(4.4),(5.5),(6.6),..] =[2,(11),(1,2).(2,3),(3,4).(4,5),.. | =e.

o

=r,. Prema tome je

Sto je i trebalo da se dokaze.
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Pored dve interpretacije broja e kao uzastopnog razlomka koje smo ovde izneli,
postoji i jedinstveni prikaz ovog broja kao jednostavnog beskona¢nog uzastopnog

razlomka. Naime vazi,
e=[2,(11),(11),(1,2),(L1),(1,1),(1,4),(1,1),(1,1),(1,6),...] (vidi [3]).
Ova interpretacija broja e potencijalno otvara nove mogucénosti. Moguce je da

postoji kombinatorna interpretacija i za ovaj zanimljiv uzastopni razlomak S§to

ostavlja prostor za dalja istrazivanja.
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